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1 Differentialrechnung

1.1 Kurven

Definition: Eine Kurve im R" ist eine stetige Abbildung
p: I —-R",
wobei I C R ein eigentliches oder uneigentliches Intervall ist.
Beispiel
Seir,c € Rmitr > 0und ¢ # 0. Die Kurve
¢ :R — R ts (rcost,rsint, ct)

ist eine Schraubenlinie.

Abbildung 1.1 Schraubenlinie

Definition: Sei
©=(p1, .0y 0n) : L = R"”
eine stetig differenzierbare Kurve. Fiir ein festes ¢t € [ wird
¢'(t) = (1(E), s PR (1))
der Tangentialvektor der Kurve f zum Parameterwert ¢ genannt.
Weiterhin heiB3t ¢ reguldr, falls
¢'(t) £ 0 firallet € 1.

Ein Punkt mit ¢'(t) = 0 wird als singuldr bezeichnet.
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Beispiel
Fiir die Neilsche Parabel
0:R—=RY ¢t (121
gilt
¢ (t) = (2t,3t%) .

Demnach ist (z = 0,y = 0) der einzige singuldre Punkt der Neilschen Parabel.

Abbildung 1.2 Neilsche Parabel

Gilt
o(t) = @(tg) fiir ty # to,
so heifit = := ¢(t;) Doppelpunkt der Kurve .
Ist I C Rein Intervall und y : I — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

e fiir den Tangenteneinheitsvektor 7 in einem Punkt z( €

1
T = 1,9 (z0)) .
R (L y' (o))

e fiir den Normaleneinheitsvektor v in einem Punkt x( € [

1 oy
V= 1+ (y/($0))2 (_y( 0)71)'
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Kriimmung einer Kurve

Sei
s :la,b] — [0, L]

die Bogenldngenfunktion einer rektifizierbaren Kurve (siehe Abschnitt 2.5.1)
¢ la,b] = R" t— p(t).

Dann ist s stetig und monoton wachsend. Demnach existiert deren Umkehrfunktion
t:[0,L] = [a,b], t — t(s)

und ist ebenfalls stetig und monoton wachsend.

Ist f stetig differenzierbar, so gilt

s'(t) = | ()] firt € [a,b].

Wir schreiben nun

9(s) = (t(s)), 0<s < L.

Ist g(s) zweimal stetig differenzierbar, so wird
k(s) = [lg"(s)]
Kriimmung und der Kehrwert von x(s) Kriimmungsradius genannt.
Es gilt
o' =4g'(s)s,
und daher
" =g"(s)s” + g'(s)s".
Da
(s'(t)* =l I = ('), (1),
folgt

25'(1)s"(t) = (¢"(1), @' (1)) + (1), " (1))



TH Niirnberg 7

und daher
8/8// — <901 g0/I>
Somit erhalten wir

g//(s)s/él — (,0//8/2 o g,(S)S s

" 12 " _12 /NN i /2_

@"s” — s’ =" — (¢ "),

und demnach

||g”(8)||28/8 — ||80”H23,4 4 ||30/||2<<P,790”>2 . 2<90/7 S0//)2812

= (1" IPI'11” = (&' ")) -
Folglich ergibt sich im Kurvenpunkt x = () € R™ fiir die Kriimmung

_ VPl P — (¢ ¢")?
le'[I?

Istn = 2und p(t) = (z(t), y(t)), so schreiben wir

I'/y// o x”y/
= 3

(x/2 + y/2)§

wenn wir zusitzlich das Vorzeichen der Kriimmung beriicksichtigen. Der Wert |«| nach dieser
Formel ldsst sich mittels

le" P11l = ((2")* + (")) ((2")* + (4)?)
und
<90/’ S01/>2 —_ ((x',y'), ($//’y//)>2 — ( liL‘// 4 y/y//)2

aus der vorangegangenen herleiten.

Beispiele
(1) Fiir die Kreislinie
¢ :R —R? t+s (rcost,rsint)
erhalten wir
¢'(t) = r(—sint,cost), ¢"(t)=r(—cost,—sint)
und daher

1
K=—.
r
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(i1) Fiir oben genannte Schraubenlinie
0 : R — R t+s (rcost,rsint, ct)
gilt
¢'(t) = (—rsint,rcost,c), ¢"(t) = (—rcost,—rsint,0),

HSOIHQ — 7,2 + 62, H@”HQ — 7"2, <§0/790”> =0
und demnach

IIH

e
I’ r?+c

K

Weitere ausgezeichnete Punkte von ebenen Kurven

a) Wendepunkt
Ein Punkt P einer ebenen Kurve hei3t Wendepunkt, falls

k=0 inP

und » in P das Vorzeichen wechselt.

Beispiele
(i) Sei
1
"R—R =
y:R=R, z—y(z) 22
Es gilt
2x
/ [
Y (Z‘) - (1 + I2)2 )
2(1 — 32?)
" _ T\ 7
Yy (x) - (1+$2)3 ’
y"(x)

(1+y()2)2
und die Wendepunkte sind bei

1
T12 = +—.

V3
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(i1) Sei
1 1
(r,y) = (t — §sint, 1-— §cost) :
Es gilt
1 1
(', y) = (1— §cost, §Sint)
und

1 1
(", y") = (5 sin ¢, 5 €08 t).

Somit erhalten wir
/N "/ ]‘
2y’ — a2y = Z(Zcost—l),
und die Wendepunkte sind bei
s
tk::i:g—l—%w, kelZ.

b) Scheitelpunkt

Punkte einer ebenen Kurve, in denen deren Kriimmung  ein Extremum besitzt, heillen
Scheitelpunkte.
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1.2 Differentialrechnung von Funktionen mehrerer
unabhéangiger Variablen

Funktionen mehrere Variablen treten in der Physik und Chemie sehr hiufig auf. Beispielsweise
lassen sich

e die Zustandsgleichung idealer Gase

pV =nRT

e und das Ohmsche Gesetz

U
k=7

als Funktionen mehrerer Variablen, wie p(n, V, T') oder U(R, I), betrachten.

Dabei wird der Definitionsbereich oft stirker als mathematisch notwendig eingeschrénkt, da
durch Naturgesetze zusitzliche Restriktionen gegeben sein konnen. So ldsst sich fiir den Druck
p = p(V,T) eines idealen Gases als Definitionsbereich beispielsweise

D,={(V,T) e R*|T >0,V > 0}
wihlen, wenn wir n als konstant voraussetzen.

Der Definitionsbereich D, ldsst sich dann folgendermafen veranschaulichen

Abbildung 1.3 D, fiir ein ideales Gas bei n = const.
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Der Definitionsbereich einer Funktion mit n reellen Variablen ist eine Punktmenge im R". Bei
zwei Variablen kann der Definitionsbereich beispielsweise

{(z,y) eR*|a<x<bc<y<d}

Abbildung 1.5 Kreisfliche

Geometrisch lassen sich Gleichungen wie
T+y+2z=>b mit(x,y,2) € R,
zu festem b € R, als Ebenen im R? beschreiben.

Eine Teilmenge A C R? ist genau dann eine Ebene, wenn es zu b € R Zahlen a;,as,a3 € R
mit (a1, as, asz) # (0,0,0) gibt, so dass

A= {(x1,29,13) € R3 | a1x1 + agwy + azxsz = b}
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gilt. Da nicht alle Koeffizienten der Ebenengleichung verschwinden, existiert auch eine Darstel-
lung der Form

z=z(z,y) .

Jedoch miissen Funktionen f(z, y) nicht linear von den Variablen x und y abhéngen. Allgemei-
ner betrachten wir Abbildungen f von Teilmengen D C R? nach R, d. h.

f:D—=R, (z,y) = f(z,y).

Der Graph von f ist die Menge
Iy = {(x,4.2) € D x R|2 = f(z,y)}.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen der Funktion
f:D—=R, (2,9) 2= f(z,y) = 2> +y

fiir D = [—10,10] x [—10,10].

Abbildung 1.6 Graph von f(z,y) = 22 + y? (Rotationsparaboloid)



TH Niirnberg 13

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen der Funktion
f:D=R, (v,y) = z=f(r,y) =2y’

fiir D = [—3,3] x [-3,3].

Abbildung 1.7 Graph von f(x,y) = 23 — ¢3

Eine Funktion f : U — R mit U C R? lésst sich auch durch die Schar Ny(c), ¢ € R, ihrer
Hohenlinien

Ni(e) = {(2,9) € U f(2.y) = ¢} C R?

beschreiben.

Abbildung 1.8 Héhenlinien von f(x,y) = 22 + y>
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Abbildung 1.9 Héhenlinien von f(x,y) = 23 — ¢3

1.2.1 Partielle Ableitungen

Definition: Sei U C R" eine offene Menge und
f:U—=R

eine Funktion. Ferner sei e; € R” der ¢-te Einheitsvektor
e;=(0,.....1,....,0),

wobei nur an der i-ten Stelle eine 1, sonst aber nur 0-Eintréige auftreten. Die Funktion f heifit im
Punkt = € U partiell differenzierbar beziiglich der i-ten Koordinatenrichtung, falls der Limes

Of() _ . fla+he) - f(2)

81‘1‘ h—0 h

existiert, wobei h € R* mit x + he; € U ist.

Of(x ) )
Statt % schreiben wir auch 0, f ().
Z;
Nehmen wir an, dass fir x = (x1,....,x,) € U nur eine Koordinate variabel ist, die anderen

n — 1 Koordinaten aber fest, so erhalten wir Funktionen

f — fz(g) = f(ZEh ....,in_l,g,l'i_}_l, ...,ZEn) .

Die partielle Ableitung der ¢-ten Koordinatenrichtung l4sst sich dann als gewohnliche Ableitung
von f;(&) formulieren. Demnach gilt

Of ()
8131'

= fi(x)

und wir konnen unsere Ergebnisse und Definitionen der Differentialrechnung einer reellen Va-
riablen nutzen.
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Beispiele
e Fiir die partielle Ableitung von

flz,y) = x + 2zy
nach x erhalten wir

of (x,y)
0P 142
ox tey

und fiir die partielle Ableitung nach y

0f(x.y) _ .

dy

e Fiir die partielle Ableitung von

1
f(xay) - 5372 + e

nach z erhalten wir

of (z,y)

—:I—{—yel‘y

ox
und fiir die partielle Ableitung nach y

of (z,y)

dy

= e,

Hohere Ableitungen
Sei U C R" offen und

f:U—=R

eine partiell differenzierbare Funktion. Sind alle partiellen Ableitungen

of
3:102-

U—-R, 1<1<n,

15

partiell differenzierbar, so heilit f zweimal partiell differenzierbar. Entsprechend wird der Be-

griff k-mal partiell differenzierbar erklért.
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Eine iibliche Schreibweise fiir die Ableitungen zweiter Ordnung von f ist

rf _ 0 9f
8%8:@- N &cj 0951

und, falls ¢ = 7,

Beispiel
Fiir die Funktion
f(z,y) = cosx - siny
erhalten wir fiir die Ableitungen erster Ordnung

of (x,y) Of (x,y)

———~ = —sinx-siny, —————= = COST - COSY
ox

dy

und fiir die Ableitungen zweiter Ordnung

0*f(z,y) = —cosz-siny M:—sinx-cosy
2 T 0x0y
und
an($’y):—Sin$‘COSy MZ—COSZ”SiDy
Oyox 7 dy? .

Eine Funktion f : U — R heil3t k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn sie k-mal partiell
differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k stetig sind.

Satz: Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fiir

allea € U

0 f o0 f
(@) = o——
Ox;0x; Ox;0x;

(a) fiirl<i,j<mn.

Anmerkung: Die Eigenschaft

o*f  of
0xdy  Oyox

16
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konnen wir auch fiir das vorangegangene Beispiel nutzen.

Sei F': D — R, mit D C R?, eine stetig partiell differenzierbare Funktion. AuBerdem sei
y: I —-R,

wobei I C R und der der Graph von y in D enthalten sei. Dann ist durch
F(z,y(xz)) =0, z€l,

eine Kurve implizit definiert.

Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir
0:F(z,y(x)) + 0y F(z,y(x))y () = 0,

wenn wir nach z differenzieren und 0, die Ableitung nach der ersten Komponente und 9, die
Ableitung nach der zweiten Komponente von F'(z, y) bedeutet.

Gilt 0, F'(z,y(x)) # 0, so folgt nun

8P y()
V) = =5 Flo,y@)
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1.2.2 Approximation durch affin-lineare Funktionen

Sei U C R? offen und f : U — R eine Abbildung, die im Punkt (x4, 10) € U differenzierbar
sei. Dann lasst sich f durch affin-lineare Funktionen

af(%; yo)

o (l’ — .CEQ) +

f(z,y) = f(zo,90) +

approximieren.

Im Falle n = 1 haben wir die Funktion durch die Geradengleichung der Tangente approximiert.
Hier gehen wir entsprechend vor. Statt der Geradengleichung erhalten wir eine Ebenenglei-
chung.

Wir nennen eine Teilmenge A C R" Ebene, wenn es v, w;,ws € R™ gibt, wobei w; und ws
linear unabhéngig sind und

A= {UERTL|U:U+/\1U}1+/\2U)2 mit)\l,)\g GR}
gilt. Kiirzer schreiben wir hierfiir

A =0+ Rw; + Rw,.

Tangentialebene
Sei U C R?und f : U — R eine in (z9, yo) stetig partiell differenzierbare Funktion.

Wir betrachten die Tangentialebene an den Graphen von f im Punkte P mit den Koordinaten
(xﬂv Yo, f(x(b yO))

Die beiden linear unabhéngigen Vektoren
(1,0, 0z f(20,40)) und (0, 1,0y f (x0, yo))
sind Elemente dieser Tangentialebene.
Daher erhalten wir als Parameterdarstellung dieser Ebene
(2, y,2) = (o, Yo, [ (0, Y0)) + A1, 0,0, f (20, y0)) + (0, 1,0y f (0, v0)) ,

wobei A, u € R.
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Abbildung 1.10 Tangentialebene

Ist A C R” eine Ebene, so wird ein s € R" als orthogonal zu A, oder als Normalenvektor von
A, bezeichnet, wenn fiir alle vy, v € A gilt

(s,v1 —wg) =0.

Ist A = v 4+ Rw; + Ruwsy, so ist s orthogonal zu A genau dann, wenn
s 1 wyund s L wsq ist.

Der Vektor

n:i= ,[El X 1172 - (-axf(l’(), 90)7 _ayf(IOa 90)7 1)
ist orthogonal zu unserer Tangentialebene.

Da
(17, ((z,y,2) — (z0, Yo, f(0,%0)))) =0
gilt, erhalten wir
ng (T — xo) +ny (Y — Yo) + 2 (2 — 20) =0,
wobei zy := f(xg, yo), und als weitere Darstellung der Tangentialebene in (zg, yo, f (%o, o))

= ) = I ) o OG0,y

Anmerkung: Letztere Darstellung ergibt sich auch unmittelbar aus obiger Parameterdarstellung.
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Beispiel
Mit Hilfe unserer Approximation sollen Funktionswerte von

= fly) =Vr-y’
in der Umgebung des Punktes P(1,2) berechnet werden.

Es gilt f(1,2) = 4 und

2

)
z—4= (2\/5)(172) Ax+ (Vo -2y)a Dy =20z +4 Ny,

mit Az :=x — xound Ay :=y — yo.

Fir Ax = —0,05 und Ay = 0, 06 erhalten wir nach dieser Approximation
£(0,95,2,06) =4—2-0,05+4-0,06 =4,140.

Setzen wir x = 0,95 und y = 2, 06 stattdessen direkt in f(z, y) ein, so erhalten wir
f£(0,95, 2,06) = 4, 136.



TH Niirnberg 21

Fehlerrechnung

Um zu bestimmen, wie sich Fehler von Messungen in einer MeB3grofe niederschlagen, be-
trachten wir die jeweilige funktionale Abhédngigkeit und bestimmen neben dem resultierenden
Mittelwert auch die resultierende Abweichung der Mef3groe im Rahmen einer linearen Appro-
ximation.

Dabei nehmen wir an, dass die Messgrofle
f:U—=Rzx— f(z),

mit U C R™, von = = (x4, ..., x,) abhidngt. Werte der Variablen x; werden durch eine Messung
bestimmt. Dabei treten Messfehler auf, so dass wir statt z; die GroBe xo; = Ax; betrachten.

Die Mittelwerte z(; der GroBen x; legen einen Wert fiir die MessgroBe f(z) fest. Wie sich dabei
die Fehler Ax;, im Falle Ax; < x(; und unkorrelierte Messfehlern, fortpflanzen, zeigen wir
nun.

Fir f : U - R mit U C R" konnen wir, bei kleinen Abweichungen Ax;, die Ndherung

Nz = Z o (zo)Aw;,
i=1 "

fiir den Wert f(x) — f(z0), verwenden. Hier schreiben wir x fiir (zo1, ..., Zon)-

Als maximalen absoluten Fehler /\z,,,, definieren wir

0
oL )

n

AZmaac = Z

i=1

Damit steht uns ein einfaches Fehlerfortpflanzungsgesetz zur Verfiigung.
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Beispiele
e Nach der Zustandsgleichung fiir ideale Gase,
pV =nRT,

ldasst sich beispielsweise der Druck p des idealen Gases als Funktion p = p(n,V,T)
schreiben.

Nach unserer Ndherung erhalten wir fiir Ap

dp Op dp
Ap = avAV + aTAT"_ a—nAn
Mit
Op _ _nRT 0p _nR  Op RT
v veoar v "™MoanT v

und py = p(no, Vo, Tp) ergibt sich fiir den maximalen relativen Fehler

AP o\ " T, T,
D _ (noR 0> (noR O‘AV’ nOR]AT\ i R O\An\)
Po Vo

Demnach gilt
ADmae  |AV] |AT|  |An]
= + + .

Po Vo Ty No
Fiir
AV AT A
AV] _IAT] _ Al _
Vo Ty N
erhalten wir somit
A max
Pmaz _ gop,.
Po
e Fiir den Ohmschen Widerstand gilt
U
R=—.
I

Hier erfolgt die Messung des Widerstandes 2 anhand einer Messung der Spannung U
und der Stromstérke /.

Um den maximalen relativen Fehler von R = R(U, I) abzuschitzen, nutzen wir die Be-

ziehung
ABpar  |AU| | |AI
Ry, | U Iy
Somit erhalten wir fiir / = (10 £ 0,3) Aund U = (220 +2) V'
A max
Ry = Y% =22,00 und Bonaa  yor.

Io Ry
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1.2.3 Lokale Extrema im R"

Sei f: U — Rund U C R"” eine offene Menge. Ein Punkt 2y € U heilit lokales Extremum,
oder genauer lokales Maximum oder lokales Minimum von f, falls es eine Umgebung V' C U
gibt, so dass,

e im Falle eines lokalen Maximums,

f(zo) > f(x) furallex € V',

e und im Falle eines lokalen Minimums,
flzo) < f(x) furallex € V',
gilt.

Sofern zusitzlich f(x) = f(xo) nur fir z = z, gilt, so wird das jeweilige lokale Extremum als
isoliert bezeichnet.

Definition: Sei A = (a;;) eine reelle Matrix mit 1 < ¢, 7 < n und a;; = a;;. Ferner sei (., .) das
euklidische Skalarprodukt im R". Dann heifit A

e positiv definit, falls

(€,A¢) > 0 firalle £ € R"\{0},

e positiv semidefinit, falls

(€, A¢) > 0 fiiralle £ € R™,

e negativ definit, bzw. negativ semidefinit, falls die Matrix — A positiv definit, bzw. positiv
semidefinit ist,

e und indefinit, falls es Vektoren &, 7 € R" gibt, so dass

(€,A¢) >0 und (n,An) <0

gilt.
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Definition: Sei f : U — R™ und U C R" eine offene Menge. Ferner sei f eine stetig partiell
differenzierbare Funktion. Unter dem Differential, der Jacobi- oder Funktional-Matrix von f
im Punkte x € U wird der Term

(D)) = J5(o) = (50

verstanden.

Anmerkung: Fiir m = 1 ist das ist ein Element aus R" (Vektor). Der Ausdruck

erad f(z) = (g—f<>) ~ (@ yl)

heillt Gradient.

Der Vektor grad f(z) gibt die Richtung des stérksten Anstiegs von f an und steht senkrecht auf
den Hohenlinien.

Fiir Funktionen f : U — R mit U C IR? lisst sich der Gradient sehr einfach veranschaulichen:

grad f(x,)

Abbildung 1.11 Gradient grad f(z,y)

Definition: Sei f : U — Rund U C R" eine offene Menge. Aulerdem sei f eine stetig partiell
differenzierbare Funktion und v € R™ ein Vektor mit ||v|| = 1. Unter der Richtungsableitung
von f im Punkt z in Richtung v versteht man den Differentialquotienten

D,f(x) := %f(a:+tv) = lim flatto) = (@) .

t=0 t—0 t
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Es gilt

Dyf(x) = (v, grad f(z)).
Ist grad f(x) # 0 und ¥ der Winkel zwischen v und grad f(z), dann gilt
Dy f(x) = llgrad ()] cos .

Anmerkung: Verzichten wir auf die Normierungsbedingung, so konnen wir, bei leicht verdnder-
ter Notation, fiir die Richtungsableitung von f : U — R, mit U C R?, auch

ST y) = o amad f(r,y)

|1

schreiben.

Definition: Sei f : U — Rund U C R" eine offene Menge. Ferner sei f eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Als Hesse-Matrix von f im Punkte x € U wird der folgende
Term bezeichnet:

(1)(0) = (5o 0))

Anmerkung: Die Hesse-Matrix ist ein Element aus R" x R".

1<i<n
1<m<n

Sei f : U — Rund U C R” eine offene Menge. Ferner sei f eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Dann gilt

1
J@+€) = et (a,€) + 56, A8) + o(€)),
wobei z € R",
¢:=f(x), a:= (grad f)(x), A= Hy(x).
Dabei bezeichnet o(||¢]|?) eine Funktion ¢ : U — R mit o = 0 und

©(€)

ol = 0.
£—0 2
<o ]

Sei f : U — Rund U C R" eine offene Menge. Ferner sei f eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion und x € U ein Punkt mit

grad f(z) =0.
e Ist die Matrix (Hy)(z) positiv definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.
o Ist (H)(x) negativ definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Maximum.

e Ist die Matrix (Hy)(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

Anmerkung: Einen Punkt, in dem der Gradient verschwindet, bezeichnen wir als kritischen
Punkt.
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1.2.4 Lokale Extrema im R?

Sei f : U — Rund U C R? eine offene Menge. Ein Punkt 7y = (201, 702) € U heiBt
lokales Extremum, oder genauer lokales Maximum oder lokales Minimum von f, falls es eine
Umgebung V' C U gibt, so dass,

e im Falle eines lokalen Maximums,

f(zo) > f(x) furallex € V',

e und im Falle eines lokalen Minimums,
f(zo) < f(x) furallex € V',
gilt.

Sofern zusitzlich f(x) = f(xo) nur fir z = z, gilt, so wird das jeweilige lokale Extremum als
isoliert bezeichnet.

Der Ausdruck
0
grad f(Il,l‘g) = (a—xl(thL‘Q), a—i(xl,xg))

heiBt Gradient. Der Vektor grad f(z1, x2) besteht hier aus zwei Komponenten und wir konnen
statt grad f(z1,22) = 0 auch

Of (z1,72) ~ 0 und Of (1, )

=0
81’1 8x2

schreiben.

Definition: Sei f : U — Rund U C R? eine offene Menge. Ferner sei f eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Als Hesse-Matrix von f im Punkte © = (x1,x2) € U wird
der folgende Term bezeichnet:

(1) (o112 = (o —o1.2))

1<1<2
1<m<2
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Fiir die Formulierung der Hesse-Matrix H (x4, z2) sind einige Abkiirzungen sinnvoll:

o2 f O%f
@11 = 8_:13%@1’@)’ 12 = 9710 (551,%2)7
92 f o2 f

91 = r1,T A99 ‘= ——5\T1,T9) .
21 01'28,171( 1 2)7 22 8:17%< 1 2)

Mit dieser Schreibweise erhalten wir

ai; a
Hf(l'l,xg) — ( 11 12) )

Q21 22

Wenn f eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion ist, gilt auerdem

Q21 = A12 .
Satz: Sei f : U — Rund U C R? eine offene Menge. Ferner sei f eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion und = = (z1, z2) € U ein Punkt mit

grad f(z1,29) = 0.

e Giltdet(Hs(x1,22)) > 0und ay; > 0,
so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.

e Giltdet(Hs(x1,22)) > 0und ay; <0,
so hat f in z ein isoliertes lokales Maximum.

o Gilt det(Hy(x1,22)) <0,
so hat f in z kein lokales Extremum.

Im folgenden Abschnitt schreiben wir der Einfachheit halber D statt det(H ¢(z1, z2)).
Anmerkung
Fiir Funktionen f : U — R mit beispielsweise f(z,y) = 2 + y* oder
f(x,y) = 2% + 4>, lassen sich unsere Kriterien nicht anwenden.
Fiir beide Funktionen gilt
grad £(0,0) = (0,0)

H,(0,0) = (g 8) .

Wiihrend jedoch die Funktion f(z, %) = 2? +y* im Nullpunkt ein isoliertes lokales
Minimum besitzt, hat f(z,y) = 2 + y> dort kein lokales Extremum.

und
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Beispiele
e Sei f: R? — R mit

(2.9) = 2 = fla,y) =2 =2+ 1+ y% = (0 — 12 + 2.

Fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung erhalten wir
Ouf(x,y) =20 =2, 0,f(x,y) =2y

und

02 f(x,y) =2, 0,0, f(x,y) =0, I, f(z,y) = 2.

Die Bedingung
Ouf(x,y) = 0y f(x,y) =0

fiir einen kritischen Punkt impliziert, dass
20 —2=0 und 2y =0.

Daher ist P(1,0) der einzige kritische Punkt. Da auBerdem fiir P
D >0 und a;; =02 f(z,y) =2 >0

gilt, besitzt f in P ein lokales Minimum.

Abbildung 1.12 Graph von f(z,y) = (x — 1)? + 32
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e Fiir f : R? — R mit
(z,y) = 2= f(a,y) = 2" — ¢’
verschwindet der Gradient lediglich bei (z,y) = (0,0), da
Oy f(x,y) =2z und 0, f(z,y) = —2y.

Ferner gilt

(9§f(x,y) = 27 ayamf<x7y) = 07 asf(xsz =—-2.

Daher gilt D < 0 und f besitzt im Punkt (0, 0) kein lokales Extremum. Der Graph von f
ist eine sog. Sattelfldche.

Abbildung 1.13 Graph von f(z,y) = 2% — 3>

e Sei f: R? — R mit

fla,y) =a® = 3wy +y*.

Fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung erhalten wir
Ouf(z,y) = 32° — 3y, 0,f(z,y) = =3z + 3y

und

O2f(z,y) = 6z, 0,0, f(x,y) = =3, 9. f(x,y) = by.

Die Bedingung
O f(x,y) = 0yf(2,y) =0
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fiir einen kritischen Punkt impliziert, dass
y=2x> und = =y°.

Betrachten wir z = %, so erhalten wir, wegen z(1 — 2?3) = 0, die Nullstellen x = 0 und
x = 1 und damit die kritischen Punkte P(0,0) und Q(1,1).

Da im Punkt P

D=-9<0
gilt, hat die Funktion f in P kein lokales Extremum.
Im Punkt Q) gilt

D=27>0 und a;;, = 0*f(x,y) =6 >0,

so dass dort ein lokales Minimum vorliegt.

Abbildung 1.14 Graph von f(z,y) = 2° — 3zy + ¢*
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1.3 Ubungsaufgaben: Differentialrechnung

Aufgabe 1
Bestimmen Sie die Tangenten der Kurven in ¢y = 0. Sind die Kurven regulidr? Handelt es sich
um Jordan-Kurven (stetige, schnittpunktfreie Kurven mit Anfangs- und Endpunkt)?

a) «at) = (cost,sin(2t)), t e R,
b) a(t) = (tsint,tcos(2t),V/3t), t € R,
o) at) = (V2tet e, teR.

Aufgabe 2
Gegeben sei ¢ € R* und mit

f R —=R* f(t):= (e’ cost,e”sint)
die logarithmische Spirale.
a) Skizzieren Sie die Kurve fiir ¢ = (27) ! und —27 <t < 27.

b) Bestimmen Sie die Kriimmung x(t).

Aufgabe 3
Skizzieren Sie folgende Punktmengen D:

a) D={(z,y) eR*|1< (z—2)’+ (y+1)* <9},
b) D = {(z,y) € R?||z] <1},

o) D={(z,y) eR?*|0<z<1N—x<y<2x}.

Aufgabe 4
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D C R2 der Funktionen

f:D—=R, (z,9)— f(x,y)

mit
r+y

a) flw,y) =y -2z, b) flz,y) =V (22 =10 ~y>). © flz,y)= et
d) f(z,y)=vVa2+y*—1, e flz,y) =222y,

und skizzieren Sie jeweils die Punktmenge D.
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Aufgabe 5
Untersuchen Sie die Funktionen f : R? — R, (z,y) — f(x,y) mit
2y (y* — 2?)
Y T falls (a 0,0
a) f(a:,y) _ 72 +y2 (17 y) 7é ( )
0 falls (z,y) = (0,0)
eXp(—) falls (.’I?, y) 7é (07 0)
b) f(z,y) = vty
e falls (z,y) = (0,0)

auf Stetigkeit im Ursprung.

Aufgabe 6
Beschreiben Sie die Hohenlinien folgender Funktionen

fiRT =R, (z,y) = f(z,y)
jeweils als Kurven, die sich als Kegelschnitte definieren lassen. Es sei
a) f(z,y)=2>+y*+1, b) f(z,y) =2" -9,
o) flz,y) =y, d) f(z,y) =2% -2z + 1+ 29>,

Aufgabe 7
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung folgender Funktionen

f:D—=R, (z,y)~ f(z,y)
mit
a) flr,y)=2>+zy—y*+2x, b) f(z,y) =Bz —4y)t, ¢ f(x,y):arctang,

2 2
d f(z,y) = mxiz , e) f(x,y) = exp(zy).
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Aufgabe 8
a) Welche Steigung besitzt die Kurve, die durch die Gleichung
(@ + )" = 22(2* + %) —y* =0
beschrieben wird im Kurvenpunkt P(0,1)?
b) Bestimmen Sie die Tangentensteigung im Punkt P(z,y) der mittels
F(z,y) = b(z* +y*)* = 2(a> —y*) = 0

implizit gegebenen Funktion mit y = y(z) und wihlen Sie b so, dass der Graph von y(x)

im Punkt P(—\/Ti, %) eine waagrechte Tangente besitzt.

Aufgabe 9
Berechnen Sie die Steigung an die Ellipse

(-5 (y—3)?* _
16 + 4 =1

in (70,70) = (5 + 2v/2,3 + +/2) und bestimmen Sie die Gleichung der Tangente.

Aufgabe 10
Sei eine Kurve y(z) gegeben durch

2? — 2wy + 2y* —dx + 4y —12=0.

In welchen Punkten besitzt diese Kurve Tangenten parallel zur z-Achse und in welchen Punkten
Tangenten parallel zu y-Achse?

Aufgabe 11
Eine Kurve y(z) ist implizit gegeben durch

Flr,y)=y*+2° +22-6=0.

Bestimmen Sie den zu xy = —1 gehdrenden Kurvenpunkt P(z, yo) mit yo > 0. Geben Sie die
Gleichung der Tangenten und der Normalen jeweils im Punkt P an.
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Aufgabe 12
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f : D — R, mit D C R? und

a) f(z,y) =In(z*+y),

b) f(w,y)=ilz,

©) f(x,y) = cos(3wy),

d) f(z,y) = arctang ,

Q) fle.y)=e ¥+t
Yy

Aufgabe 13
Geben Sie jeweils die Koordinatendarstellung der Tangentialebene folgender
Funktionen

f:D =R, (z,y) = f(z,y),
D C R?, im Punkt P(z,y, f(z,y)) an. Es sei

b) f(z,y) = 1n<§> . P(=2,-5, f(—2,-5)).

Aufgabe 14
Geben Sie jeweils die Parameter- und Koordinatendarstellung der Tangentialebene folgender
Funktionen

fiRE =R, (2,9) = f(z,y)
im Punkt P(z,y, f(z,y)) an. Es sei
a) f(z,y) =242y —y?+2x, P(1,1, f(1,1)),
b) f(z,y) = (z* +y*) exp(—z), P(0,1, f(0, 1)),
©) f(z,y)=sin(z+y), P(r, -, f(r,—m))
d) f(z,y) =sinz-cosy, P(m,0, f(m,0)).
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Aufgabe 15
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente in y-Richtung im Punkt (1, 1,1n2) an die durch
z = In(z + y?) gegebene Fliche.

Aufgabe 16
In einem rechtwinkligen Dreieck wurden der Winkel v = (32,0 4 0, 5)° und die Hypotenuse
¢ = (8,0 0,2) cm gemessen. Bestimmen Sie die Gegenkathete a und deren maximalen rela-
tiven Fehler.

Aufgabe 17
Die Vermessung eines Dreiecks ergab fiir die Grundseite ¢ und die beiden anliegenden Winkel
folgende Werte

c=(10+£0,1)m, a:%i0,005undﬂ:%i0,002.

Berechnen Sie den maximalen absoluten und relativen Fehler fiir die Dreiecksflaiche A mittels

c? sin asin 3

~ 2sin(a+B)

Aufgabe 18
Die Vermessung eines Dreiecks ergab fiir die Seiten x und y die Werte

r=(150+0,2)m, y = (200 +0,2) m
und fiir den eingeschlossenen Winkel
a=60°+1°.
Berechnen Sie den maximalen absoluten und relativen Fehler fiir die Dreiecksfliche A mittels

A== no.
Qxysmoz

Aufgabe 19
Aus der Optik ist folgendes Gesetz bekannt:

Zwischen der Brennweite f einer Konvexlinse, der Gegenstandsweite g und der Bildweite
b besteht der Zusammenhang

bg

b+g
Berechnen Sie f + A f nach der Fehlerrechnung fiir die Messwerte

b=3,0+0,1[cm], g=T7,0£0,2[cm].
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Aufgabe 20
Sei

2

[RP =R, (z,y) — f(z,y) :%Jr:vy

und FPy(1,2). Berechnen Sie

a) grad f,

b) die Richtungsableitung von f in Fy in den Richtungen (2,3), (—1,—-3), (3,2), (3,1),
(—=2,-3), (=3,—1)und (-1, 3),

c) die groBtmogliche Richtungsableitung von f in F, und deren Wert an,

d) die Hohenlinien fiir die Niveauflache durch F,.

Aufgabe 21
Sei

f R = R, (2,9,2) = flo,y,2) = 22y* — yz*
und P(2,1,—1).
a) Bestimmen Sie
if(2, 1,—1) mit @ =(3,0,1).
od
b) Bestimmen Sie

a —
—f(2,1,—1) mit b= —a.
P ( )

c¢) In welcher Richtung ¢ ist die Richtungsableitung am grofiten / kleinsten? Geben Sie die
jeweiligen Werte an.

d) Berechnen Sie die Gleichung der Niveauflache durch P.
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Aufgabe 22

Geben Sie jeweils ein Taylorpolynom zweiter Ordnung von f an und untersuchen Sie auf Ex-
trema, wobei

a) f(z,y) =21 -z —y),
b) f(x,y) = (z* + %)% — 2(z* — ¢*)

) f(z,y) = exp(—(z* + %)),

3
x
d) f(x,y):§+xy2—4:1:y+1.

Aufgabe 23
Bestimmen Sie alle lokalen Extrema der Funktionen

f:D—=R, (z,y) = f(z,y)
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Aufgabe 24
a) Zeigen Sie, dass
Ty )
f(x7y> = mltx;«éy,
rT—=Y

die partielle Differentialgleichung

2 0°f f 20

x—+2:z:yaxay+y 12 =0

erfiillt.

b) Zeigen Sie, dass das Gravitationspotential

k
V=—, mitr=+22+9y2+22#40,
r
die Laplace-Gleichung

PV VPV
= -

A
v 0x? * oy? 022

=0

erfiillt.

38
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2 Integralrechnung

2.1 Das Riemannsche Integral

Das Riemannsche Integral geeigneter Funktionen und Intervalle wird im Rahmen eines Grenz-
wertprozesses fiir Treppenfunktionen eingefiihrt.

Treppenfunktionen

Sei a,b € R mit a < b. Eine Funktion
¢ :la,b) = R

heilit Treppenfunktion, falls es eine Unterteilung
a=20< 21 < ... <Tp1<xp,=2"=

des Intervalls [a, b] und Konstanten ¢;, € R gibt, so dass
p(x) =c¢p firalle x € (41, 2,) mit 1 <k <n.

Die Funktionswerte o (zy) sind beliebig.

Abbildung 2.1 Treppenfunktion und Unterteilung des Intervalls

Das Integral fiir Treppenfunktionen

Sei ¢ eine Treppenfunktion, die hinsichtlich der Unterteilung
a=xg <z <..<xp,,=0

so definiert ist, dass

=c¢, firk=1,...,n.

¥

(Tr—1,7k)
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Dann wird

n

[etwrde =" el -

a k=1

definiert. Die Menge aller Treppenfunktionen ¢ : [a, b] — R bezeichnen wir mit 7'[a, b].

Definition: Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann wird das Oberintegral als
b

b
[ f@dri=int] [ oo | o e Tlatl oz 1

a
und das Unterintegral als
b

b
/f(x)dx = sup /go(x)dx | o € Tla,b],p < f

a

bezeichnet. Dabei heil3t eine reelle Zahl

e Supremum sup, falls sie die kleinste obere und

o [nfimum inf, falls sie die grofite untere Schranke ist.

,
z
9=/
,

Abbildung 2.2 Treppenfunktionen und Integration

Definition: Eine beschriankte Funktion f : [a, b] — R heiBt Riemann-integrierbar, wenn

/b*f(x)dx: /jf(x)dm

gilt. Dann wird

/b f(z)dz = / f@)da

gesetzt.
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Beispiele
e Treppenfunktionen ¢ € T'[a, b] sind Riemann-integrierbar.

e Die Funktion f : [0, 1] — R mit

1 fir z€Q
f(‘”)_{o fir € R\Q

ist nicht Riemann-integrierbar, da
1* 1
/ f(z)dz =1 und /f(x)d:c:().
0 0>|<

Im folgenden Abschnitt schreiben wir statt Riemann-integrierbar lediglich integrierbar.

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Das ldsst sich mit Hilfe der Approximierbarkeit stetiger Funktionen und der Ober- und Unter-
integrale durch Treppenfunktionen ¢, v € T'[a,b], mit ¢ < f < 1), und die jeweiligen Ober-
und Untersummen zeigen.

Mit dieser Eigenschaft lasst sich auch der folgende Satz beweisen.

Jede monotone Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

Linearitdit und Monotonie des Integrals

Seien f, g : [a,b] — R integrierbar und A\ € R. Dann sind auch die Funktionen f + ¢ und A f
integrierbar und es gilt:

(i) /b(f+g)(x) dz = /bf(w) dw+/bg($) dz,

(ii) /b(Af)(fC) dx = A/bf(fli) dz,

b b
(iii) Ist f < g,so gilt [ f(z)dx < [ g(z)dz.



TH Niirnberg 42

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sind f, ¢ : [a,b] — R jeweils stetige Funktionen und g > 0, so existiert ein £ € |[a, b], so dass

b

[ f@g@)ds = 1) / oo da.

a

Intervallgrenzen

Seia < b < cund f : [a,c] — R. Die Funktion f genau dann integrierbar, wenn f|(, und
[ b, integrierbar sind. Dann gilt

/Cf(x)dsvz/bf(x)dx+/cf(x)d$.
a a b

Definition

e Fiir identische obere und untere Intervallgrenze a wird

/af(x) dz =0

gesetzt.

b
e Die Integration / f(z)dz kann fiir b < a mittels

a

/bf(:c)dx ::—/af(x)d:c

behandelt werden.
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2.2 Integration und Differentiation

Betrachten wir statt des Integrals

jﬂﬂﬁ

einer integrierbaren Funktion f : [a,b] — R, das entsprechende Integral mit einer variablen
Integrationsgrenze = € (a, b, so erhalten wir die Funktion

F@y:/f@ﬁ.

2.2.1 Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Eine differenzierbare Funktion
F.:I—R

heilit Stammfunktion einer Funktion
f:I—-R,

falls f die Ableitung der Funktion F, d. h.
F=f

ist.

Beispiel

Die Funktion
1
F(r) =

+1x”+1, neN,
n

ist Stammfunktion von f(x) = ™.
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Sei F' : I — R Stammfunktion von f : I — R Eine weitere Funktion G : I — R ist genau
dann Stamfunktion von f, wenn

F(x)—G(z)=c firx € I,
mit einer Konstanten ¢ € R, gilt.
Beweis
(i) Sei F' — G = ¢ mit einer Konstanten ¢ € R. Dann gilt G’ = (F —¢)' = F' = f.
(ii) Sei G Stammfunktion von f. Demnach gilt G’ = f = F’ und daher (F' — G)" = 0. Nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist /' — G = c mit einer Konstanten c € R.
Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f : I — R eine stetig Funktion und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/f(a:) de = F(b) — F(a) mita,beI.

Beweis

Definieren wir
:/f(t)dt mitz € [,

soist Fy : I — R mit

b

Fy(a) =0 und Fp(b) :/f(t) dt.

Weiterhin gilt, fiir h # 0,

th z+h
Fo(x+h2L— /f §dt /f ) dt) /f

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein &, € [z, z + h], sofern h > 0, bzw.
ein &, € [z + h, x|, sofern h < 0, mit

z+h

/ F(t)dt = hf(E,).
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Da

lim &, =z
h—0 fh

gilt und f stetig ist, zeigt sich, mit

z+h

Fy(o) = lim 5 [ (00t = lim 3 (1 f(6)) = £ ().

dass Fj eine Stammfunktion von f ist.

Eine beliebige Stammfunktion F' von f kann sich von F{ nur durch eine additive Konstante
¢ € R unterscheiden. Daher gilt

b

FO) - Fla) = Fob) - Fola) = o) = [ f(®)dt.

a

Beispiel

Eine einfache Integration ist bereits erforderlich, soll die entlang eines Weges verrichtete Arbeit
berechnet werden, wenn die Kraft in Wegrichtung nicht konstant ist.

Das ist beispielsweise in der Elektrostatik der Fall, wenn wir die Arbeit I/ berechnen, die bei
beliebigen Verschiebungen einer Ladung ¢ im Coulomb-Feld F' einer Ladung () verrichtet wird.
Soll sich deren Ort vom Abstand r; auf den Abstand 75 in Feldrichtung verdndern, so erhalten

wir
) Q T2 1

q
Wi=— [ F(r)dr =— —dr = = .

12 / (T) " 47T60 r2 " 47T€0 Tir 47T€0 T2 (&1
T1 r1

qQ 1= qQ 1 1
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2.2.2 Integrationsmethoden

Substitutionsregel
Sei f : I — R eine stetige Funktion und
¢ :la,b] > R
eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢([a, b]) C I. Dann gilt

©(b)

/ fe®)e () di = | f(x)dz

v(a)

Beweis

Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt nach der Kettenregel

(Fo)(t) = F'(o(t)¢'(t) = fo(t)# (L)
Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechung erhalten wir daher

©(b)

/f(so(t))sﬂ’(t) dt = (Fop®)| = Flot) - Flp(a) = [ f(r)da

v(a)

Beispiele zur Substitutionsregel

e Wir erhalten

1 1 2
——dt=-In|2+3t|+C beit # ——

mit Hilfe der Substitution ¢(t) := 2 + 3t,

e und
Q/tetzdt:et2+(§’
mittels p(t) := ¢2.
Einige Substitutionen

e Fiir Integrale der Form / f(azx + b) dz, mit a # 0, erhalten wir

/fax—i—b /f
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e Fiir Integrale der Form / f(x) - f'(x) dx erhalten wir

, 1
[ @) s@) s = 5@ C.
. . L., L s
Beispiel: | sinz - cosxdr = Esm r+Cp = —3 cos” x + Cy

f'(x)
()

e Fiir Integrale der Form / dx erhalten wir

['(=)

=ln|f(z)|+C.

Beispiel: /tan:r: dr = —In|cosz| + C
e Ist f eine rationale Funktion, so werden Integrale der Form
/ flx,v1— :1:2 dzx beispielsweise mittels x =: cosu
umgeformt. Dabei erhalten wir
/f V1—a?)de = — /f cosu, |sinu|) sinudu.

Beispiel: Mit x =: cosu, 0 < u < 7, erhalten wir
1 1
/\/1 —22dx = —/sin2udu = §x\/1 . — éarccosx—i-C.

e Ist f eine rationale Funktion, so werden Integrale der Form
/ f(x dm beispielsweise mittels = =: coshu

umgeformt. Dabei erhalten wir

/f d:c—/f (coshwu, |sinh u|) sinhu du .

Tritt hierbei v/1 + 22 statt v/ 22 — 1 auf, so ist beispielsweise die Substitution
x =:sinhu

sinnvoll.
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Partielle Integration

Seien f, g : [a,b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b

a

b b
/ f(@)g (2) dr = f(2)g(x)| / o) () d

Beweis

Nach der Produktregel erhalten wir fiir die Ableitung von F' := fg
(f - 9)(x) = f'(w)g(x) + f(x)g'(x)

und mit dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

b b

b b
/f’(x)g(iv) dx +/f($)g’(iv) de = F(x)| = f(z)g(x)

Beispiele zur partiellen Integration

e Fiir / x e dx gilt

1 1
/xe‘”’d:v:—e‘”-x——/e‘”dx:—eax(a$—1)+C’,
a a

° fﬁr/lnxdx, mit x > 0, gilt

1
/lnxdx—x~lnx—/x'—dx—ac-lnx—x—l—C’
x
X .
e und fiir / :varctan(a)dx gilt

’ 2 1 1
/xarctan(f) dx = % arctan(g) — / % : T(ﬁ)Q : de

a
1 1
= §x2 arctan(g) - g/xz i dx ,

was sich mittels

x? 2 +a?—a? a? 1

a+a2 a2+ a?+a? 1+ (2)

umformen lasst zu

1
/:Earctan(g) dx = §(x2 + a?) arctan(g) — %:p +C.
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Partialbruchzerlegung
Seien m,n € Nj,

p(z) = ag + a1x + axx® + ... + apa”
und

q(x) = by + by + box® + ... + bpa™

Polynome mit reellen Koeffizienten. Ferner sei D := {x € R|q(z) # 0}. Dann heifit die
Funktion

r:D—=R, z—r(r)=—=

rationale Funktion.

Lisst sich 7 nur mit Nennerpolynomen des Grades m > 0 darstellen, so werden die Funktionen
r auch als gebrochenrationale Funktionen bezeichnet.

Polynomdivision: Seien p und ¢ Polynome und r eine rationale Funktion. Dann gibt es ein
Polynom p; und ein Polynom p,, dessen Grad kleiner als der Grad von ¢ ist, so dass

pr(z)

Die rationale Funktion

wird auch als echt gebrochen bezeichnet. Das ist eine rationale

q(x
Funktion, deren Zihlerpolynom einen kleineren Grad als deren Nennerpolynom hat.
Sei p(z) echt gebrochen und b,, = 1.

q(x)

Nach dem Faktorisierungssatz lisst sich das Polynom ¢(z) als Produkt von Faktoren der Form
(r — a)* und (2% + pz + ¢)', mit p*> — 4q < 0, darstellen.

e Zu jedem Faktor der Form (x — a)* gehdren die Briiche

A A A
(x—a) (x—a)?2 —~ (x—a)k

e Zu jedem Faktor der Form (22 + pz + ¢)' gehoren die Briiche

Bix + (4 Byx + Oy Bz +
2 2 7 T 2 i
(2 +pr+q) (224 pr+q) (22 + pr +q)
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Beispiele

1
e Um / 1 5 dx zu berechnen, konnen wir folgende Partialbruchzerlegung verwenden:
—x

1 A N B
1—22 1—2 14z’

Mittels Koeffizientenvergleich folgt
A = B =

Demnach gilt

1 1 1 1 1
dr = - dr — dr) = = 1| —Injz—1
/1—x2 T 2(/x+1 x /x—l x) 2(111]3:—1— |—In|z—1])+C

z+1
rz—1

=—In
2

o

1
e Um / —— 5 dx zu berechnen, kdnnen wir folgende Partialbruchzerlegung verwenden:
x3—

x3—m2:x2(x—1): 2

1 1 A B C
T T r—1

Mittels Koeffizientenvergleich folgt
A=-1, B=-1,C=1.
Demnach gilt
1 1 1 1
/—xg_xzdx:—/;dm—/;dm—i—/x_ldx

x—l‘ 1

1
:—ln|x|+5+ln|x—1|+C’:ln +-+C.
x

X
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Beispiele zur Flidchenberechnung
e Gesucht ist die Fldche, die der Funktionsgraph von
fila,b] = R,z f(z)=c, mitc e R,

mit der Abszisse und den Geraden z = a und & = b einschlief3t.

b

Abbildung 2.3 Flicheninhalt eines Rechtecks

X

Wir erhalten
b

/cdx:c-(b—a).

e Gesucht ist die Fliche, die der Funktionsgraph von
f:00,a] =R,z f(z) =maz, mitmeR},

mit der Abszisse und der Geraden x = a einschlief3t.

0

Abbildung 2.4 Flicheninhalt eines Dreiecks

Wir erhalten
Y 210 42
/mxdac:mx— :—-a—:—ah,
2 0 a 2
0

mit h := f(a).
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e Der Flicheninhalt eines Kreises {(z,y) € R?|z? 4+ y* = r?} lisst sich mit Hilfe des
Integrals

b
/\/7’2—3726137, mit —r<a<b<r,

a

und dieses mittels
b
/\/1—x2d:c, mit —1l<a<b<l,

bestimmen.

Hier berechnen wir die Fliche eines Halbkreises mit Hilfe des Funktionsgraphen von

f:(-L1) =R, z—y=f(x)=v1-—22.

flx)=V1-2"
05
o
T s 0 75 T s

Abbildung 2.5 Flicheninhalt eines Halbkreises

Nach der Substitution z = sint, mit —5 < ¢ < 7, und den Definitionen u := arcsina
und v := arcsin b folgt

v

b v
/\/1—ZBZdZU:/\/1—SiHQt'COStdt:/COSQtdt.

u

1
cos’t = §<COS<2t) +1)

gilt, konnen wir

b v
/\/1 —22dr = %/(COS(Qt) +1)dt = ;lsin(Zt)

u

'U+1t'u
u 2

u
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schreiben.
Mit
sin(2t) = 2sint - cost = 2sint - \/1 — sin®¢
erhalten wir

b

a

b
1
/\/1 —22dx = §(x\/1 — 22 4 arcsin x)
Da der Term stetig von den Integrationsgrenzen abhiéngt, folgt hieraus, dass
1
/ V1—22dr = g
~1

der Flacheninhalt eines Halbkreises mit Radius 1 ist.

53
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2.3 Uneigentliche Integrale

Hier betrachten wir die Fille, dass
e das Intervall uneigentlich ist,
e der Integrationsbereich eine Singularitiit der zu integrierenden Funktion enthiilt.

Definition: Sei f : [a,00) — R eine Funktion, die iiber jedem Intervall [a, b], mit a < b < oo,
Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

existiert, heiBt das Integral [ f(z)dz konvergent und es wird

b

7f(x) dx = blg?o/f(:c) dx

a

gesetzt.

Anmerkung: Entsprechend wird verfahren, wenn statt des uneigentlichen Intervalls [a, co) die
uneigentlichen Intervalle (—oo, b] oder (—o0, co) auftreten.

Beispiel

Das Integral
/—dx, mit s € Rund s > 1,
xs
1

konvergiert, da

und daher

o

1 1

—dx = .

xs s—1
1
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Definition: Sei f : (a,b] — R eine Funktion, die iiber jedem Teilintervall [a + €,b] C (a,b]
Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b
lim / f(z)dz
a-+te

b
existiert, heiBt das Integral [ f(z) dx konvergent und es wird

/b f(a) da i lim / f(x) da

a-+te

gesetzt.

Beispiel

Das Integral
1
1
/—d:p, mits € Rund s < 1,
xs
0

konvergiert, da

1
1 1 1 1
_d = I-s — ]__ 1-s
xs v 1—3x € 1—3( ¢ )

und daher

1

1 1
—dxr =
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Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen

Satz: Ist f : [1,00) — R, eine monoton fallende Funktion, so konvergiert die Reihe

if(n) genau dann, wenn /f(x) dx
n=1 1

existiert.

Beispiel

Die Reihe

o0

1 .
Z—, mits € R,
nS

n=1
konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1, wie sich leicht mit Hilfe von

o0

1
—dz
xS

1

zeigen lasst.

Anmerkung: Die Funktion
((2) ::ii, mit z € C und Re(z) > 1
n=1 n ’

heillt Riemannsche Zetafunktion.
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2.4 Integralrechnung im R"

Mehrfache Integrale auf achsenparallelen Quadern () C R™ lassen sich als Verallgemeinerung
der Integrale fiir f : [a, b] — R definieren.

Sei
Q=L x1I,x..x1,,
wobei [}, := [ag, bg] C R, und
f:Q—=R, z— f(x)
eine stetige Funktion.
Anmerkung: Statt x € R" konnen wir auch (x1, ..., x,,) mit z; € R schreiben.

Ist (zg,...,x,) € Iy X ... X I, fest, so kann die Funktion f hinsichtlich x; iiber das Intervall [
integriert werden. Setzen wir

1
Fl(ﬂjg,....,l'n) = /f(.fl?l,.’ﬂg, ,.fEn) dl’l,

SO ist
Flilgx...XIn%R

stetig, wie sich zeigen ldsst. Ist nun (z3, ..., z,) € I3 X ... x I, fest, so kann die Funktion F}
hinsichtlich x5 iiber das Intervall /5 integriert werden. Setzen wir

bz b2

Fg(l’g,....,l‘n) Z:/Fl(xz,..., dl‘g / /f $1,$2,...,$n)dl‘1 dl‘g,

az

SO ist
FQIIgX...X[n%R

stetig. Nach n-maliger Wiederholung dieses Verfahrens ergibt sich

by

/f Ty ey Tp) Ay ... dxn—/ / /f X1, Ty ey Ty) day | das | ...dxy, .

Statt / f(z1, ..., x,) dzy....dx, schreiben wir auch kiirzer / f(z)d"x.
Q
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Linearitdt und Monotonie des Integrals

Seien f,g : Q — R integrierbar und A € R. Dann sind auch die Funktionen f + g und \f
integrierbar und es gilt:

O U@+ g = [f@aes [ g
Q Q Q

(ii) /)\ flz)d = X- /f(:l:)d"x,
Q

Q

(iii) Ist f < g, so gilt/f(x)d”a: < /g(x) d"z .
Q Q

Integration iiber Teilmengen
Definition: Sei M C R" eine Teilmenge. Eine Funktion
f:M—RU{+oo}

heif3t integrierbar iiber M, falls die Funktion

joresruts, o= {5 % 1N

liber R" integrierbar ist. Dabei werden uneigentliche Integrale analog zu dem Vorgehen im R!
definiert.

Ist f iiber M integrierbar, so wird

/f(x)dx ::/f(:c)dx.

gesetzt.

Integrierbare Mengen
Definitionen: Sei M C R". Die charakteristische Funktion von M ist definiert durch

1 fir zeM
XM(QZ) =

0 fir zeR"\M.

Eine Teilmenge M C R" heil3t integrierbar, falls ,, integrierbar ist.
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Sind M, M, C R" zwei integrierbare Teilmengen mit M, N M, = (), so gilt
/ f(x)d":t:/f(x)d”x—i—/f(x)d”x.
M{UM> My Mo

Anmerkung: Diese Eigenschaft ist beispielsweise auch giiltig, wenn M; N M; = A mit
ACR"L

Definition: Das Volumen einer integrierbaren Teilmenge M C R” ist definiert als

Vol(M) := / A"y = / X, () d"z .

M R
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2.4.1 Integration im R?

Doppelintegrale auf Rechtecken ) C RR? lassen sich als Verallgemeinerung der Integrale fiir
f i [a,b] — R definieren.

Sei
Q=1 X1,
wobei I := [ag, bx] C R, und
f:Q—=R, (z,y) = f(z,y)
eine stetige Funktion.

Ist y € I, fest, so kann die Funktion f hinsichtlich x iiber das Intervall /; integriert werden.
Setzen wir

Fi(y) ::/f(:v,y)dx,

SO ist
Fi: I, >R

stetig, wie sich zeigen ldsst.

Linearitdiit und Monotonie des Integrals

Seien f,g : Q — R integrierbar und A € R. Dann sind auch die Funktionen f + g und \f
integrierbar und es gilt:

<i> / (F(@,y) + gz, y)) de dy = / f(x,y) de dy + / oz, y) de dy,
Q Q Q

i [ A fGag)dedy =2+ [ flay)dedy
Q Q

(iii) Ist f < g, so gilt/f(x,y) dr dy < /g(x,y) dx dy .
Q Q
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Integration iiber rechteckige Bereiche
Der Integrationsbereich ist hierbei ein Rechteck

M:={(z,y) eR*|zg <z <x1,90 <y <uy}.

Abbildung 2.6 Rechteck als Integrationsbereich

Ist f : M — R integrierbar, so gilt

4/f(x,y)dxdy—g! / f(x,y)dy dm—y[ Zf(a:,y)dx dy .

Demnach kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden.
Integration iiber allgemeinere Bereiche im R?

Der Integrationsbereich M/ C R? kann auch allgemeiner gewiihlt werden, wie folgendes Bei-
spiel zeigt:

Abbildung 2.7 Ein Integrationsbereich

Ist der Integrationsbereich die Menge
M :={(z,y) € R*|zg <z < xy,y0(x) <y < pa()}

= {(z,y) €R?*|wo(y) <z < 1(y), 00 <y < w1},
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so erhalten wir fiir eine integrierbare Funktion f : M — R

y1(x) Y1 z1(y)

/ f(w,y)dmdzJ:]l /f(x,y)dy dx:/ /f(aﬁ,y)dx dy

Yo () Yo zo(y)

Beispiele

oSelf M — R, (z,y) — f(z,y) = xsin(ry) und
M:={(z,y) eR?|0<2<2,0<y <1},

Dann gilt

1

[[ sty aean - / [y ar

0

AuBerdem erhalten wir

1

/xsin(ﬂy) dy = _ cos(my)
7r
0

und

—d:v— =—.
T T
0

Kehren wir die Integrationsreihenfolge um, so ergibt sich

2

1
/xsin(ﬂy) dx dy :/ /xsin(wy) dx | dy.
0

M 0

Ferner gilt

2

2
zsin(my) dr = sin(my) %

= 2sin(my)
0

O\m

und

62
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e Sei f: M — R, (z,y) — f(r,y) = zy* und M das von den Geraden z = 0, y = 0 und

Yy = —% x + 1 berandete Gebiet im ersten Quadranten.
Es gilt
2 —%x—i—l
//ngda:dyz/ / ry?dy | dz.
M 0 0

AuBerdem erhalten wir

—%a}—&—l )
3 —zz+1 1 3 3
/ ngdy:x% ’ Zg(——x3+—x2——x+l>
0

0

und

2
1, 1, 1, 1 1.1, 1 ., 1 ,\p 1
ESVINEIPINS SPORE U S O _ oL
/( 24" T 3" 2x+3$) ’ (24~5x+4-4x 23" 32" )T 1
0

Bei umgekehrter Integrationsreihenfolge berechnen wir

1 /22
//:cgfd:cdyz/ /nydq: dy .
M 0 0
Es gilt
2—2y
2—2y

2
x

0

0

und

1
1 1 1
2 2o ) dy =2yt — =yt + 2y )| =
/(y yP+yt) dy (3y TR
0
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Transformation auf Polarkoordinaten

Wir erhalten die (ebenen) Polarkoordinaten (r, ¢) € R xR durch die kartesischen Koordinaten
(z,y) € R*\{0} mittels

(z,y) = (rcosp,rsiny).
Ist M in folgender Form
M= {(r,¢) € Ry x [0,27m) | r1(p) <7 < 1a(0), o1 < 0 < 02}

gegeben, so konnen wir die Integration iiber kartesische Koordinaten vermeiden, indem wir
folgende Identitit

w2 [ r2(p)
//f(w,y)dxdyz/ / flrop)rdr | dy
M p1 \ri(p)
nutzen.
Beispiel

Sei M ein Viertelkreis mit Radius r = 2 und
f M =R, (v,y) = flr,y) =2y.

Dann erhalten wir

5 /2
//xyd:z;dy:/ /7‘2 sing cosrdr | dp.
M 0 \o

Ferner gilt

2 2 .
rd 2

/7’2 sin p cos prdr = sin g cos ¢ /rgdr:sincp Cosgpz
0
0 0

= 4 sin ¢ cos p = 2sin(2¢p)

und

%
2/sin(2g0) do = —cos(2¢)|” = 2.
0
0
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2.4.2 Integration im R3

Transformation auf Zylinderkoordinaten

Ist das Problem axialsymmetrisch, so kann es vorteilhaft sein, Zylinderkoordinaten zu benutzen.
Dabei werden in jeder Ebene senkrecht zur z-Achse (ebene) Polarkoordinaten, p und ¢ verwen-
det. Als dritte Koordinate wird zusitzlich die kartesische Koordinate z tibernommen.

Die Zuordnung der Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) eines Punktes im R? zu dessen kartesischen
Koordinaten geschieht mittels

T = pcosy,
y=psing,
zZ =2z,

wobei beispielsweise ¢ € [0, 27) gewihlt wird. Im Folgenden schreiben wir héufig r statt p.
Ist M in folgender Form
M :={(r,p,2) € R}, x[0,2m) x R|

ri(z) <7 <ra(2), 01 S < g, 21 < 2 < 2o

gegeben, so konnen wir fiir die Integration die Identitét

z [ w2 [ r2(2)
///f(m,y,z)dxdydz:/ / /f(r,gp,z)rdr dp | dz
M z1 P1 r1(2)

nutzen. Allgemein kann das Volumenelement dV' = dx dy dz, fiir Zylinderkoordinaten (p, ¢, z),
umgeschrieben werden zu

dV = pdpdpdz.
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Beispiel
Zur Berechnung des Volumens eines Kegels betrachten wir
M = {(r,p,2) € RS x [0,27) x R

0<r<ryz2),0<p<2m,0<z< H}.

Abbildung 2.8 Kegel

Dabei gilt

r(z) H-—z
—=—,0<z<H.
R~ H =

Das Volumen des Kegels lédsst sich nun mit Hilfe des Integrals

V= ///Tdrdgpdz
M

berechnen.

Es gilt

66
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und schlieBlich
R 3 H 1
V=r(=)? | =-rRH
g 3l T 37

Transformation auf Kugelkoordinaten

Ein Punkt im R? l#sst sich auch mittels Kugelkoordinaten (7,1, ) bestimmen. Die Zuordnung
zu dessen kartesischen Koordinaten erfolgt dabei mittels

x =rsindcosy,

y =rsindsing,
z=rcost,

wobei beispielsweise ¥ € [0, 7] und ¢ € [0, 27) gewihlt wird.

Abbildung 2.9 Kugelkoordinaten

Allgemein kann das Volumenelement dV = dz dy dz, fiir Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢), umge-
schrieben werden zu

dV = r*sind dr di dy.
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Bestimmung des Schwerpunktes (Massenmittelpunktes) und des Trigheitstensors bei kontinu-
ierlicher Masseverteilung im R3

(1) Der Schwerpunkt s ist, bei kontinuierlicher Massenverteilung, folgendermaBen definiert:
1
Iy = — Fdix.
T A / p-rd’x
Q

(ii) Die Komponenten des Trégheitstensors (1;;) sind, bei kontinuierlicher Massenverteilung,
folgendermaBen definiert:

L = /p~ (|1z|?0 — 232p) 2, i,k =1,2,3.
Q

Dabei liegt der Nullpunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt, so dass = € R? der
Abstand vom Schwerpunkt ist. Statt [ f(x,y, z)p d*z wird oft auch einfach
Q

/f(q:,y,z) dm

geschrieben. Die Trdgheitsmomente

[11://)'(37§+55§)d35€7
)

]22:/p~(xf+x§)d3x,
Q

I3 = /p~ (z] + 23) d°x
Q

sind demnach die Hauptdiagonalelemente des Trédgheitstensors. Die Deviationsmomente
sind die Komponenten

—Ilgz/p'ZElJZngfL’,
Q

3
p-xox3diT,

p - T3xy Ao

|
e
S
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Dabei bezeichnet p = p(z, y, z) die Massendichte und die Integrationerstreckt sich jeweils iiber
das beschriinkte Gebiet 2 C R? der vorgegebenen Masseverteilung. Mit M wird die Gesamt-
masse

M:/pd3x
Q

bezeichnet.

Beispiele

(1) Schwerpunkt eines Kreisbogens aus diinnem homogenen Draht

Sei o > 0 der Offnungswinkel, R der Radius des Kreisbogens und  die konstante Masse
des Drahtes pro Lingeneinheit. Wir wihlen die x-Achse als Symmetrieachse. Es gilt

ys =0
und
Rcosy - uRdy

2
= :(uRa)1-uR2/COS¢d¢:§-sing.
pRdye -

|
w\p%w\ss

_fxdm
_fdm

Ls

%N\Q
[N]])

[N]1)

al2

Abbildung 2.10 Drahtbogen
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(i1) Trdagheitsmomente eines rechtwinkligen homogenen Parallelepipeds

Die Kantenldngen seien a, b, c. Das Koordinatensystem wird so gewihlt, dass x, y, z die
Symmetrieachsen sind und a die Kantenldnge in Richtung z, b die Kantenldnge in Rich-
tung y und c die Kantenlinge in Richtung z ist. Demnach liegt der Schwerpunkt im Ur-
sprung.

A

Abbildung 2.11 Quader

Fiir das Trigheitsmoment hinsichtlich der gewihlten z-Achse gilt

5 5 5 5 5
[33:IZZ:///p-($2+y2)dxdydz:pc//(a:2+y2)dxdy

[N]1S)
SIS

a b
272

e

3 - 2 "
:pc/{ny—ky— dx:,oc/(mgb—f——)d:p

3], 12
_a T2 _a
2 2
23 b3 12 a3 b3
— S — e (e
pe {3 ], T bt
- 2
a®> b 1
pabe: (15 +35) = gl +07)

Entsprechend ergibt sich fiir die gewéhlten x- bzw. y-Achse

1
Ly = Ly = —m(b? + ¢
1 12m(b c)

und

1
]22 = Iyy = Em(cﬁ + 02) .
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Ist z eine Symmetrieachse, so kann es sinnvoll sein, das Volumenelement mittels Zylinderkoor-
dinaten zu formulieren, d. h.

dV =rdrdpdz

zu schreiben. Damit ldsst sich das Volumen eines Rotationskorpers bestimmen. Es lassen sich
aber auch beispielsweise die Gleichungen fiir die Schwerpunktskoordinaten oder die Trigheits-
momente bei Rotationssymmetrie vereinfachen.

Beispiel

Gegeben ist ein wie in folgender Abbildung dargestellter homogener Kreiszylinder:

Abbildung 2.12 Kreiszylinder

Dabei bezeichnet i den Radius des Zylinders, i seine Hohe und S seinen Schwerpunkt.
Mit der Gesamtmasse
m = p- R*th

erhalten wir fiir die Trigheitsmomente des Zylinders zur z-Achse bzw. x-Achse:

R R
1 1

1., = /pr2 - 2mrhdr = p-27rh/7“3dr = §p-7th4 = EmR2

0 0
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und
R % 2
///pr sin? ¢ + 2%) rdrdzdy
_h
2
R R 3
=p h/ dr - [ sin gpd<p+27r/rdr-/z2dz
.
R* 2R3 1 1 1
h-— 2 = >rh 24+ —hY) =m(=R*+ —h?).
p( L Tt 12) ,OR7T<4R+12) m(4R+12)
Rotationskorper

Sei f : [a,b] — R, stetig. Dann bezeichnen wir beispielsweise die Menge
K = {(z,y,2) € [a,0] x R?|y* + 2 < f(2)*}

als Rotationskorper.

Das Volumen eines Rotationskorpers ldsst sich mit Hilfe der Formel

V= ﬂ/f(:p)de

a

berechnen.
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Diese Formel ist auch das Ergebnis einer Approximation des Volumens mittels Kreiszsylindern
mit den Volumina

Vk = Wf(&]k)QAZL’ .

Abbildung 2.13 Volumen eines Rotationskorpers

Beispiele

3
e Hinsichtlich f : [0, 5] — R, , x+ f(z) = 27 soll das Volumen des Rotationskorpers

)Ry + 2 < f(2)%)

K :={(z,y,2) € [0,5

bestimmt werden.

Abbildung 2.14 Der Graph von f(z) = 2
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Fiir das Volumen des Rotationskorpers erhalten wir

5

V:W/gf(x)2d:c:7rx—
0

3w 3\°
0 5(5)

S

e Um das Volumen eine Kugel mit Radius r zu bestimmen, betrachten wir wieder den
Funktionsgraphen von

fi(=r,r) =R, z— f(x)=vr2—2a2.

o=

0.5 1

Abbildung 2.15 Halbkreis

Fiir das Volumen der Kugel erhalten wir
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Rotationsflichen
Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar. Dann sei
M = {(z,y,2) € [a,b] x R*|y* + 2* = f(x)*}.
Fiir den Flicheninhalt S der Mantelfliche des zugehorigen Rotationskorpers gilt

b

S = 27T/f(ZL‘)\/1 + f'(z)?dx.

a

Beispiel
Sei
3 2
f:[07§]_>R+7 {L‘)—)f(l‘):l' :
Dann gilt

3
2
1
S = 27T/m2\/1 + 422 dx = 3_27r(57m —sinh™*(3)) = 17,517.
0
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2.5 Kurvenintegrale

2.5.1 Linge einer Kurve

Ist z = (21, ..., x,) € R". Dann nennen wir

|zl = \/2? + ... + 22

die euklidische Norm von x.

Ist n = 2, so erhalten wir als euklidische Norm eines Vektors (x,y) € R? demnach

Sei f : [a, b] — R? eine Kurve. Das Intervall [a, b] wird folgendermaBen unterteilt:
a=tg<t1 <..<tp,=hb.

Verbinden wir die Punkte ¢(¢;_;) mit (¢;) fir ¢« = 1,..., k durch Geradenstiicke, so erhalten
wir einen Polygonzug.

Abbildung 2.16 Polygonzug

Die Lénge des Polygonzugs ist gleich

Pe(to; s ) := Z le(t:) = @t

und fiir n = 2 gleich

Z \/(sox(tz-) — 0a(tii1))? + (0, () — oy (tii1))?.

=1
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Eine Kurve ¢ : [a,b] — R" heifit rektifizierbar mit der Liange L, wenn zu jedem ¢ > 0 und
0 > 0 eine Feinheit < ¢ der Unterteilung

a=to<t1 <..<tp,=0b
existiert, so dass

Do (to, .. te) — L] <€
gilt.

Fiir eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — R existiert eine Folge beliebig feiner
Unterteilungen, so dass diese rektifizierbar ist und somit die zugehorige Linge des Polygonzugs
gegen die Lange L der Kurve konvergiert. Weiterhin gilt fiir diese Kurve

O

Ist n = 2, so gilt fiir die Léange einer stetig differenzierbaren Kurve

L= [l = [ Jieswr+@/wra.

Ist I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Dann kann der Graph dieser
Funktion als Kurve o im R? aufgefasst werden mit

w: 1 =Rt (K, f(1)).
In diesem Fall erhalten wir

(" (1)" + (2, ()" = 1+ (f'(1))”

und daher, mit / = [a, b],

L= / VT ()2,

Anmerkung: Statt ¢t konnen wir hier selbstverstindlich auch x schreiben.
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Beispiele

a) Um die Lédnge eines Kreises mit Radius r zu bestimmen, betrachten wir den Funktions-
graphen von

fi(=r,r) =R, z— f(x)=vr2—22.
Es gilt
F(@) =~

V2 — 2

Demnach betrigt die Linge des Halbkreises

L:/T\/de:/r\/l—l—%dx:r/rﬁdx

1
T=r arcsina:‘ =rmw.

-1

1
[ =
=r
1— 22
2

Wir konnen einen Kreisbogen auch mit Hilfe von Polarkoordinaten ausdriicken.

Seien r, e € R.. Durch

¢ :[0,a] = R? t+ p(t) =r-(cost,sint)
wird ein Kreisbogen beschrieben. Es gilt

¢'(t) =r - (—sint,cost)
und daher

\/(%c'(t))Q + (0, ()2 =rVsin®t + cos?t =r.

Somit erhalten wir fiir die Bogenldnge

07

L:T/dt:ra.

0

Der Umfang eines Kreises ist 277
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b) Seir € R . Dann wird eine Zykloide durch
w:R—=R* ts @) =7-(t—sint,1 — cost)

beschrieben.

y
x T e AN
| ‘ \/ )

Abbildung 2.17 Zykloide

Ist» = 1, dann gilt
¢'(t) = (1 — cost,sint),
demnach
|’ ()| = (1 — cost)? +sin*t =1 — 2cost + cos®t + sin® ¢

t
= 2(1 — cost) = 4sin” 3

und folglich

2 ™

t
Lo 2m :/2|sin§|dt:4/sinudu:8.
0 0

79
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¢) Durch
0:R—R* ts @(t) =t-(cost,sint)

ist eine Archimedische Spirale gegeben.

.

o

120 60

)

- /’(

270

(7

150
0

Abbildung 2.18 Archimedische Spirale r = ¢, mit ¢ € [0, 8]

Es gilt

bl
L[07727]:/V1+t2dt
0

[SIE]

1 1
= (gt\/l +2+ 5 In(t +v1+1t2))| =~ 2,079.
0
d) Durch

p:[0,1] = R?,

T\ e
©(0) =0 und @(t) = (t,t* cos t_2> fir0 <t <1

ist eine nicht rektifizierbare Kurve gegeben.

80



TH Niirnberg 81

2.5.2 Integration von Funktionen und Vektorfeldern iiber Kurven

Sei
¢ :la,b] = R"

eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve und
fe(la,0]) = R

eine stetige Funktion. Dann wird das Kurvenintegral von f iiber ¢ durch

/fds —/f Dl )l dt

erklart.
Beispiel
Der Schwerpunkt der Schraubenlinie
(rcost,rsint,ht), r,h >0, t € [0,27].

liegt in (0, 0, z5) mit

2
/ht Vr2 4+ h2dt = —/tdt

0

h t%2
27r§0

=7h,
da fiir die Bogenlidnge L
2w 2
L= /\/r2+h2dt: \/7"2+h2/ dt =2nVr? 4+ h?
0 0

gilt.

Fiir f = 1 erhalten wir, mit

[ as= / I¢(1) ]

wieder unsere Bogenléinge.
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Sei U C R" offen,
fi:U—=R,

mit¢ = 1, ..., n, stetige Funktionen. Mit dem Vektorfeld
F=F=f1,fa): U—>R"

und
ds = (dzy, ..., dx,)

schreiben wir
frds=>"fidw;.
i=1

Demnach bezeichnen wir hier das Vektorfeld sowohl als f als auch als f

Das Kurvenintegral des Vektorfeldes f iiber ¢ wird erklért durch

e(d) b
/Zfi(x) dz; = /<f(90(t)),s0’(t)>dt.
pla) =1 J

Dabei ist die Kurve ¢ wie oben gegeben, und (., .) bezeichnet das kanonische Skalarprodukt
im R". Etwas kiirzer konnen wir auch

JERCE / (), () dt

schreiben.

Anmerkung: Ein Skalarprodukt (., .) wird hdufig auch einfach als Multiplikation zweier Vekto-
ren oder mittels (., .) geschrieben.

Nun setzen wir
¢ :[a,b] > R"

als eine stetig differenzierbare, injektive und regulédre Kurve voraus. Es ist

/
t
T(x) = SO/( )
le' @)
der Tangenten-Einheitsvektor der Kurve im Kurvenpunkt = = ¢(t) € R™. Wie sich nun zeigt,

gilt
/f-d§:/<f,7>ds.
¥ ¥
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Beispiel
Ein Massepunkt wird im Kraftfeld

1

f(%y):xQ—erg

<_y7 I)
von P (1,0) nach P»(0, 1) entlang der Kurve

©(t) = (cost,sint), 0<t< —m,

bewegt. Dann gilt

¢'(t) = (—sint,cost), f(e(t)) = (—sint,cost),

damit

(fe(t),¢'(t)) =sin®t +cos’t =1,

und schlieBlich
PQ % 1
/(f(w(t)),w’(t»dt:/dt: o

83
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2.6 Gradientenfelder und Potentiale

Sei 2 C R™. Ein Vektorfeld
f:Q—=R"

heilit Gradientenfeld, wenn eine stetig differenzierbare Funktion
U:Q—->R

existiert, so dass

f=gradU.

Sei 2 C R" ein Gebiet, d. h. eine offene wegweise zusammenhingende Punktmenge, und
f:Q—=R"

ein stetiges Vektorfeld. Ferner sei
@ :la,b] = Q

eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit Anfangspunkt £ = (a) und Endpunkt
n = ¢(b). Das Wegintegral (auch Kurvenintegral genannt)

b

|3 fiwdsi= [(ste0). ¢ 0)
¢ =1

a

ist genau dann wegunabhingig, d. h. unabhingig von ¢, wenn f ein Gradientenfeld ist.
Dann gilt

3 ) dsi= v - Ut6).
¢ =1

Beispiel
Sei
f(x,y,2) = (yz, 22, 2y) .
Dann sind

Uz,y,2) =zyz +c
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die Potentialfunktionen. Das lisst sich durch Bildung des Gradienten bestitigen. Wegen
der (im Nachhinein bestitigten) Wegunabhéngigkeit des Integrals konnen wir folgender-
malen vorgehen:

(z1,91,21) (21,90,20)
(VU,T)ds = / 0.U(z,y,2)dx
(z0,y0,20) (z0,90,20)
(z1,91,20) (z1,91,21)
/ O,U(z,y,2)dy + / 0.U(x,y, 2)
(21,90,20) (z1,y1,20)

= yozo(z1 — 7o) + 2071 (Y1 — Yo) + T1y1(21 — 20)

= T1Y121 — YocoZo -

Ein stetiges Kraftfeld f : Q0 — R? heiBt konservativ, wenn diese Kurvenintegrale zu beliebigen
Anfangs- und Endpunkten £, € Q C R? nur von £ und 7 abhingen.

Existiert zu f : Q — R3 eine stetig differenzierbare Funktion U : Q — R, so dass

oUu oU oU

f=—gradU = —(%, 8_y’ E)

gilt, dann heifit U Potential von f.

Ein stetiges Kraftfeld f : 2 — R? ist genau dann konservativ, wenn es ein Potential besitzt.

Ist Q C R? ein sternformiges Gebiet, so besitzt ein stetig differenzierbares Kraftfeld
f : Q — R? genau dann ein Potential, wenn
Ofs 0fy 0fi Ofs O0fs 0fi

rOtf = (8x2 B al’3’ 89{53 B 81’17 81’1 B 8$2) =0

ist. Eine solche Bedingung wird Integrabilititsbedingung genannt. Diese Aussage bezeichnet
man als Poincarésches Lemma (im R?).

Ein Gebiet 2 C R" heilit sternformig (bzgl. eines Punktes p € (1), wenn fiir jeden Punkt = € ()

{I1—-t)p+tx|0<t <1} CQ.

Im R? bedeutet das Verschwinden der Rotation, dass

9fs  Of

Ooxry Oxs
gilt.
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Beispiel
Wir betrachten den Spannungsabfall

Py

Uy = — / (B, 7)ds

Py

zwischen P;(1,1,1) und P»(3,4,5) im elektrischen Feld

E(Zﬂ,y, Z) = (ny + 23,372 —+ 32, 3221} + ?)y) .

Da
rot £ = (8yEZ - 0,E,,0.E, — 0, F.,,0, 5, — 8yEx)

= (3-3,32" — 32% 22 — 22) = (0,0,0),

existiert eine Potentialfunktion. Mit

~Ul(z,y,2) = 2%y + 2%z + 32y

gilt
E = —gradU

und
P
/<E77)d=5‘=U(3;4,5)—U(1,1,1)232-4+53~3+3-5-4—5
Py

=36+ 375460 — 5 = 466.

86
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2.7 Ubungsaufgaben: Integralrechnung

Aufgabe 1
Zerlegen Sie das Intervall [2, 4] in 10 gleich groBe Teile. Berechnen Sie fiir f(z) = 2

a) die Untersumme S,
b) die Obersumme S,

¢) die Summe

10
S (A,
k=1

Aufgabe 2
Berechnen Sie

b

/xdx

a

als Grenzwert einer Summe.

Aufgabe 3
Berechnen Sie folgende Integrale mittels Substitution:

a) /xQSin({E?’)dCB, b) /\/%dx, ) /sin\(/\gi) dx,

1 2x
d)/wdm, e)/ C .
x er 4+ 1

Aufgabe 4
Berechnen Sie folgende Integrale mittels partieller Integration:

a) /:pcosxd:p, b) /\/Elnxdx, c) /sinxcosxdw,
d) /Sin2xdx, e) /(1nx)2dx.
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Aufgabe 5
Berechnen Sie folgende Integrale mittels Partialbruchzerlegung:

T+ 2 z+1
2) /x2—2:cdx’ b) /x2—2:1:+1

3 223 — 322 —1
c)/x;c_ldx, d)/ v v dx .

[

Aufgabe 6
Bestimmen Sie die Stammfunktionen zu
62 4 1
- b) — -
d) va?—z?, e) xsin(x?), f) 2% exp(z® — 2),
in(In x) x
2 b sin( .
g) cosx -sin“xz, h) — 1) —m ,
K singx 7 D s%na; —CcosT
COS° T SInx + cos T
und berechnen Sie die Integrale
N t 2 L
m) /:ccos(g — %) dr, n) /:1:36”’“"2 dr, o) /% dz ,
0 0 0
P) / e“*sinxdr.
Aufgabe 7
Berechnen Sie mittels Partialbruchzerlegung:
20 +1 1
5 d 0, b d ——d
a)/ z,af )/ 629z C)/:p3—|—2z2—|—x o
/ 25+ 323 + 22 + 1
d) x,
xt 4 322 + 2
2
—4
e) Welchen Inhalt schlieBt der Graph von f mit der z-Achse ein, wobei f(z) = ’ 5
x —

203 — a2 — 62 — 17 4 —x 922 49
d ——d dx .
f)/ 2_1-6 v g)/x3—2x2+2x v )/x2 3)(z? — 3) .

88
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Aufgabe 8
Berechnen Sie folgende Integrale:
a)/\/2x+3d:v, b)/(3x+4)2dx, c)/cos(3x+1)d:v,

d)/x2 sin(2x)dz, e) /(x3+x2— e* *dx, f)/esmzcosxdx,

0
¢
g)/a:2\/1—x2dx, h)/aicjnf r, i)/(e2 -
-1

2
, r—1)3
J)/( )
x
100
m)/e‘xsinxdx.
0

Aufgabe 9
Berechnen Sie folgende uneigentliche Integrale, falls diese existieren:

2 1
1 1
a) /ﬂdfﬁ b) /ﬁdl’, C) /lnmdm,
1 0
b

o 1

d 1 dx ——dr, ————dx, 0<a<b,
>/“|I’xe>/wzx ﬂ/xm

~1 1

0 00

1 Inx
2x

2) /e dxr, h) /x2+1dx, 1) /—dm

—00 1

Aufgabe 10
Berechnen Sie die Fliche, welche jeweils von den folgenden Kurven eingeschlossen wird. Fer-
tigen Sie zundchst eine Skizze an:

1)/x"d:v,mitneRundn< -1,

a) kiry=a2—4, kyy=—224+4
b) kry=—-23+z, kery=2a*—1

c) kry=+vr+1, kyry=cosx, ks:y=0 im II. Quadranten.
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Aufgabe 11
Es sei

f{zeR|z<3} =R, oz~ f(z):=v6—2x.

Welchen Fliacheninhalt schlieBt der Graph von f mit den beiden Koordinatenachsen ein?

Aufgabe 12
Eine Masse m; wird gemal3
mqme
F(r)=G =

angezogen. Dabei ist my = 5,98 - 10** kg die Erdmasse und G = 6,670 - 10~ ]ZT"f die
Gravitationskonstante.

a) Berechnen Sie die mechanische Arbeit W, die bendtigt wird, um m; = 1kg von der
Erdoberfliche rq = 6370 km aus dem Schwerefeld der Erde zu bringen.

b) Wie hoch ist die Fluchtgeschwindigkeit?

Aufgabe 13
Gegeben ist der Punkt P(z,y) auf dem Einheitskreis

Pty =1.

|
=)

Bezeichnet ¢ den Winkel in Bogenmal} gegen die positive z-Achse, so gilt

x=cost, y=-sint,0 <1< 2m.
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Zeigen Sie mit Hilfe der besprochenen Integrationsmethoden, dass sie schraffierte Sektorfliche

t
— betrigt.
5 etrig

Aufgabe 14
Gegeben ist der Punkt P(x,y) auf der Hyperbel

T —y2:1.

Zeigen Sie: Setzt man

x =cosht, y=sinht,0 <t < o0,

t
so betrégt die schraffierte Sektorflache ebenfalls 5

Aufgabe 15
Berechnen Sie den linearen und quadratischen Mittelwert von

a) f(z) =Inzin|[1,5],
b) f(z) =sinxin [0, 7],

¢) f(z)=2%in[2,4].
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Aufgabe 16
Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale:
a)
/ / et dA
B
tiber das Rechteck B = {(z,y) e R*|0 <z <1, 0 <y <2},
b)

é/xydA

tiber das Dreieck B = {(z,y) e R?|0 <z <1, 0 <y <z}
c¢) In der Ebene ist durch die Eigenschaften
r<lLy<l,z+y>1

ein Bereich B gegeben. Skizzieren Sie den Bereich B und berechnen Sie dessen Flachen-
inhalt / / dA.

Aufgabe 17
Die Schwerpunktskoordinaten einer Flache sind gegeben durch

1
xszi//:cdfl, yS:Z//ydA.
B B

Bestimmen Sie die Schwerpunktskoordinaten fiir

a) das Quadrat

B={(z,y) eR*|0<2<20<y<2}

b) die Fliche B, die von den Geraden y = x + 2 und der Parabel y = —2? + 4 begrenzt
wird. Skizzieren Sie zunéchst das Gebiet 5.

¢) die Kardioide

(@) =14cosp, 0 <p<2rm.
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Aufgabe 18

a) Sei B die von den Verbindungslinien zwischen A(0,0), B(10,1) und C(1, 1) berandete
Punktmenge. Berechnen Sie

/ Vay —y?dA.

B

b) Sei B von der z-Achse und dem oberen Halbkreis mit (z — 2)? + y*> = 1 begrenzt.
Berechnen Sie

é/:cydA.

¢) Sei B die von den Verbindungslinien zwischen A(1, 1), B(2,2) und C(1,2) berandete
Punktmenge. Berechnen Sie

é/xycm.

Aufgabe 19
Berechnen Sie jeweils das Massentragheitsmoment 7, fiir

a) einen homogenen Wiirfel der Kantenlidnge [ mit der z-Achse als Symmetrieachse,

b) einen homogenen Kreiszylinder der Hohe A und dem Radius R mit der z-Achse als
Symmetrieachse orthogonal zur Kreisfliche des Zylinders.

Aufgabe 20
Berechnen Sie die Trigheitsmomente I, I, und I, des Viertelkreises mit Radius .
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Aufgabe 21
Berechnen Sie

/K/ fdx

fur
a)

K={(z,y,2) eR*|0<2<2,0<y<u, 0<z<uz+y+l}, f(z,y,2) =2z2+9y°,
b)

KZ{(x,y,Z)ER?’IOSng r<y<2,0<z<y}, f(z,y,2) =e’sinz—y.

Aufgabe 22
Sei K die obere Hiilfte der Kugel mit Radius R und Mittelpunkt (0, 0, 0). Berechnen Sie

///(:{:2 +y? —x2)d’z.

Aufgabe 23
Berechnen Sie Volumen und Mantelfliche der Rotationsfliche, die Sie bei Rotation um die
x-Achse fiir

@) f(x) = cosz, 0<w < 2,
b) y>=2pz, p>0,0<x<h,
erhalten.
Aufgabe 24
Aus einer Kugel mit Radius R wird ein Zylinder mit Radius a, a < R, entfernt. Die Achse des

Zylinders geht dabei durch den Kugelmittelpunkt. Berechnen Sie das Volumen des verbleiben-
den Teils.
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Aufgabe 25
In einem Zylinder mit Radius R und Hohe H befindet sich ein Material mit Dichte

P2 P

Z+pr, p2<pi1-

Berechnen Sie die Gesamtmasse des Materials.

Aufgabe 26
Berechnen Sie jeweils die Linge folgender Kurven

f:Il—=R* 2w (2,y(z))
mit
a) y(z) =22und I = [0,1].
b) y(z) =Inzund I = [V/3,V/8].

Aufgabe 27
Seien a,b,c € R, a < bund r € R?.. Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve

f:[a,b] = R® f(t) := (rcost,rsint,ct).

Aufgabe 28
Gegeben sei ¢ € R* und mit

f:R—=R? f(t):= (e cost, e sint)
die logarithmische Spirale.

a) Fiira,0 € Rmita < bsei L, die Bogenlidnge der Kurve f’[a o
Berechnen Sie L.

b) Existiert

lim La,(] ?

a——00
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Aufgabe 29
Berechnen Sie die Bogenldnge folgender Kurven:

a) Astroide

x(t) = Rcos®t, y(t) = Rsin®t, wobeiR >0, 0 <t < 27,
b) Archimedische Spirale

r(p) = ap, wobeia >0, 0 < ¢ <27,
¢) Kardioide

r(¢) = 2(1 — cosg), wobeil < ¢ < 27,

d) Berechnen Sie die Linge des Drahtseils, das gemall der Kettenlinie

a

f(z) = SCosh(S)

durchhingt. Die beiden Authidngepunkte sind in gleicher Hohe und haben einen Abstand
von 14,3 voneinander.

1
e) y2 = 1x3, wobei 0 < x < 4.
Aufgabe 30
Ein Massepunkt befindet sich zur Zeit ¢ am Ort (z, y) mit
1 1
x(t) = 5, y(t) = 5(6t + 9)2 .

Berechnen Sie die Linge des Weges, die der Massepunkt im Zeitintervall [—1, 5] zuriicklegt.
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Aufgabe 31
Sind die folgenden Vektorfelder Gradientenfelder? Geben Sie gegebenenfalls die Potentialfunk-
tionen an.

a) v(r,y,2) = (y,2,7),
b) G(x,y,z) = (yz, 2z, 1Y),

c) H(z,y) = 3%y, 2%,
wobei das Potential im Punkt P(1, 1) den Wert 2 habe,

d) M(z,y,2) = (2z +y, x4+ 2yz,y° + 22),
wobei das Potential im Punkt P(1,1,0) den Wert 2 habe.

Aufgabe 32
Berechnen Sie

Jir
C
wobei v(z,y, 2) = (zy, 2? + yz, 22) und
a) s(t)=(t,1 —t,t?), 1<t <2,

b) s(t)=(1+t,—t,1+3t), 0<t<1.

Aufgabe 33
Berechnen Sie die notwendige Arbeit, um einen Massepunkt im Kraftfeld

U(Z‘, Y, Z) - <_?/7 -, Z)
von P;(1,0,0) nach P»(—1,0, ) zu bewegen, wobei die Bewegung
a) entlang der Schraubenlinie

s(t) = (cost,sint,t),

b) entlang der geradlinigen Verbindung von P; und P,

c) entlang einer beliebigen Verbindung, falls das betreffende Kurvenintegral wegunabhéngig
ist,
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erfolgen soll.

Aufgabe 34
Berechnen Sie die notwendige Arbeit, um einen Massepunkt im Kraftfeld
(2,9) = ()
v(x = —(—y,x

von P;(1,0) nach P,(0, 1) zu bewegen, wobei

3
a) s(t) = (cost,—sint), 0<t< 3™
: 1
b) s(t) = (cost,sint), Ogtgéw.

c) Begriinden Sie, dass sich das Poincarésche Lemma nicht anwenden lésst.

Aufgabe 35
Berechnen Sie

Py

s

Py
wobel

a) P1(1,0,0), P»(2,0,0) und

x? 1
3 1
E(x7yaz):ﬁ Ty _74_3 0 )
Tz 0

mit r := /22 4 y% + 22,

b) Pl(l, 1), P2<2, O) und

3x2y + y3
E(x7y) = ($3+31’y2 )

) Pi(1,1,1), P»(2,2,2) und

322 + 21°
E(x,y,2) = | 4zy — 323
—9y2?

98
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Aufgabe 36
Berechnen Sie das Kurvenintegral des Vektorfeldes

H(z,y) = (32%y +1,2° + 2)
tiber die Kurve
0 : R —R* s (t2t%)

von P, = (0,0) nach P, = (1,2).

99
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen stellen einen Zusammenhang zwischen einer gesuchten Funktion und
einigen ihrer Ableitungen her.

3.1 Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen

e Die (linear) gedimpfte Schwingung (mit duBerer Kraft)

Dx(t) + ka'(t) + ma" (t) = F,(t)

Der RLC-Serienschwingkreis mit duerer Spannung

2QU) + QW) + LQ(1) = Ua(1)

Diffusiver Ausgleichsprozess
c(t) = k(ca — c(t))

Das mathematische Pendel

dPot) g .
;g ) +Tsmcp(t) =0

Die logistische Differentialgleichung

P'(t) = yP(t) — TP(t)

Kinetik bimolekularer chemischer Reaktionen (A + B — ()
¢ () = k(e — o)) (e — c(t))

Symbiose-Modell

d [ (0« n
() = (35) () - >0

Anmerkung: Differentialgleichungen

y(n) = f('r’ y? y/7 A y(n_l))

und entsprechend Differentialgleichungssysteme heilen autonom, wenn die Funktion f die Va-
riable  nicht explizit enthilt.
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3.2 Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung
Definition: Sei G C R? und

f:G =R, (z,y) =~ f(2,9)
eine stetige Funktion. Dann wird

y/ - f(l‘wy)

als eine Differentialgleichung erster Ordnung bezeichnet.

3.2.1 Lineare Differentialgleichungen und
Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

Sei I C R und seien a,b : I — R stetige Funktionen. Dann heif3t

y = a(x)y + b(z)
lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

Istb = 0, so wird diese Differentialgleichung als homogen, ansonsten als inhomogen bezeichnet.
Sei I C R, xg € [ und c € R. Dann gibt es genau eine Losung ¢ : I — R der Differentialglei-
chung

die der Bedingung

p(z0) = ¢

geniigt. Fiir diese Losung gilt

T

o(r) = cexp(/ a(t)dt) .

o

Beispiel

Sei k£ € R. Fiir die Losung ¢ : R — R der Differentialgleichung
y' = ky

mit der Anfangsbedingung

p(To) = ¢
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gilt
o(z) = cekle=0)

Anmerkung: Beispielsweise kann die Konzentration y(¢) eines Stoffes A, die, infolge einer che-
mischen Reaktion A — B, abnimmt und der Differentialgleichung

Y (t) = —ry(t)
und der Anfangsbedingung

y(to) = wo
genligt, auf diese Art bestimmt werden.
Sei (2 C R x R™ und

fQ=R (2,y) = f(z,y)
eine stetige Funktion. Dann wird

y = f(z,y)
als System von n Differentialgleichungen erster Ordnung, und fiir n = 1 als Differentialglei-
chung erster Ordnung bezeichnet.
Geometrische Darstellung

Durch ¢/ = f(z,y) wird ein Richtungsfeld von f(z,y) beschrieben, da durch die Differential-
gleichung 1. Ordnung die Steigung in jedem Punkt (z,y) € 2 C R? gegeben ist.

Abbildung 3.1 Richtungsfeld fiir yy’ = J
x
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Abbildung 3.2 Richtungsfeld fiir y’ = — z
)

Abbildung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System 1. Ordnung

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f('r7 y? y/7 A y(n71)>

lasst sich mittels

y(’) hn
Yy Y2
y%ﬁ Yn—1
y;L—l f(x7y07y1a"'7yn—1)

auf ein System 1. Ordnung transformieren.

Beispiel

Gegeben ist die Differentialgleichung
Y +w?siny = 0.

Eine Differentialgleichung 2. Ordnung
y'=fzy,y)

lasst sich mittels

Yo =W
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1 = f(@,90,91)
auf ein System 1. Ordnung abbilden. Wir schreiben hier

y/:(y(l)):( U ):< Y1 )
Y f(z, 90, 91) —w?sinyy )

Die Methode der Variation der Konstanten

Die Methode der Variation der Konstanten ldsst sich zwar auch auf gewohnliche lineare Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung anwenden, jedoch beschrinken wir uns hier auf Differential-
gleichungen erster Ordnung.

Sei I C R ein Intervall und seien a,b : I — R stetige Funktionen.

Dann gibt es zu beliebigem 2y €  und ¢ € R genau eine Losung
vl —R

der Differentialgleichung
y = a(x)y + b(z)

mit der Anfangsbedingung () = c.

Sei ¢ : I — R eine Losung der homogenen Differentialgleichung
¢'(x) = a(z)p(z)

mit ¢(xg) # 0. Eine beliebige Losung ¢ : I — R der inhomogenen Gleichung ldsst sich
schreiben als

mit einer stetig differenzierbaren Funktion u : [ — R.

Fiir die Ableitung ¢’ erhalten wir
V= u+ pu' =apu+ pu.

Da 1) eine Losung der inhomogenen Gleichung ist, gilt auBerdem
v =at+b=apu+b.

Daraus folgt, dass

ou' = b
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und somit

xT

u(z) — u(zg) = /cp(t)_lb(t) dt

o

ist. O. B. d. A. ldsst sich ¢(xy) = 1 setzen. Damit gilt

¢ =Y(x) = u(zo) .

Die Losung unseres Anfangswertproblems lautet daher

T

(z) = p(@)(c + / () b(t) dt)

zo

wobei

T

p(o) = expl [ alt) ).

Zo

Beispiel
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y = 2xy +2° mit y(0) = —1.

Die gesuchte Losung der homogenen Gleichung
y' =2y

lautet

xT

o(x) = exp /2t dt | = e
0

Daher gilt fiir die Losung ¢ der inhomogenen Gleichung, unter der
Anfangsbedingung ¢(0) = —1,

xT

wiz)=e" | -1+ /t3e_t2 dt

0

Nach Substitution und partieller Integration erhalten wir

1 1 1
/tge_t2 dt = §/ue“ du = §(ue" - /e“ du) = §(u — e+ C

105
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1
= 5t + e +C

und schlieBlich
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3.2.2 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Seien I, J C R offene (eigentliche oder uneigentliche) Intervalleund f : I — Rundg: J — R
zwei stetige Funktionen, wobei g(y) # 0 fiir alle y € J gelte.

Dann ist das Anfangswertproblem

/

y' = f(x)g(y) in I x J mity(zo) = yo

in einer hinreichend kleinen Umgebung von z eindeutig losbar.

Die Losung erhalten wir, indem wir die Gleichung

nach y auflosen.

Beispiel

Das Anfangswertproblem
Yy+xz=0, y(1)=1

lasst sich mit Hilfe der Integration

/ydy:—/xdx

l16sen. So ergibt sich

Die Anfangsbedingung y(1) = 1 impliziert, dass C' = 1 ist.
SchlieBlich erhalten wir

y(x) =v2—2a2.
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3.2.3 Die Differentialgleichung ;' = f (%)

Sei I C Rundsei f : I — R eine stetige Funktion. Die Differentialgleichung

y’:f(g), mitz € R,y € R,
T

lasst sich, mittels der Substitution z := Y , in die Differentialgleichung
T

Y= 1(f(2) - 2)

T
umwandeln. Diese Differentialgleichung gehort zu dem bereits behandelten Typ von Differen-
tialgleichungen mit getrennten Variablen.

Beispiel
Die Differentialgleichung

2
y=1+2+(2), w20,
i T

geht, mittels z := Y , Uber in
T

1
/:_1 2.
z x< + 2*)

Demnach erhalten wir

1 1
/1+z2dz_/5d$

und schlieBlich y = y(z) nach Umformung von

arctan z = In |z| + C'.
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3.3 Gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Definition: Sei G C R x R" und
f:G =R, (z,y) = f(z,y)

eine stetige Funktion.

Dann wird
y™ = e,y sy )

als eine Differentialgleichung n-ter Ordnung bezeichnet.

Sei I C Rundseien b, a; : I — R, mit0 < k < n — 1, stetige Funktionen. Dann heif3t
Y™ a1 (2)y" Y + L a (@)Y + ao(z)y = b(x)

lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Ist b = 0, so wird diese Differentialgleichung als homogen, ansonsten als inhomogen bezeichnet.
Wir nennen
e Ly den Vektorraum aller Losungen der homogenen und

e [; die Menge aller Losungen der zugehorigen inhomogenen Differentialgleichung.

Dann gilt fiir ein beliebiges 1y € L;
Ly =1%o+ Ly.
Demnach setzt sich die allgemeine Losung y einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
e aus der allgemeinen Losung y;, der zugehdrigen homogenen Gleichung und
e ciner partikulédren (speziellen) Losung y,, der inhomogenen Gleichung zusammen.

Dabei gilt

Y="Yp+ Yn-
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3.3.1 Homogene lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Sei

d
D = . und P(D) =ap+ a1 D+ ....+a,D".
T

Dann lésst sich eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten folgendermaBlen schreiben:

P(D)y=0.
Es gilt
P(D)e* = P(\)eM fiiralle A € C,

wobei P()\) ein Polynom ist. Es wird als charakteristisches Polynom der Differentialgleichung
bezeichnet.

Nulistellen von P(\)

a) Das charakteristische Polynom P(\) habe n paarweise verschiedene Nullstellen
AL, Ay € CL

Dann bilden die Funktionen ¢; : R — C

oi(z) :=eM, 1=1,...n

ein Fundamentalsystem von Losungen (= Basis des Losungsvektorraumes) der Differen-
tialgleichung P(D)y = 0.

b) Das charakteristische Polynom P()\) habe r paarweise verschiedene Nullstellen \; € C,
1 <1 < r, mit den Vielfachheiten k;.

Dann bilden die Funktionen ¢;,,, : R — C

Oim(x) == "Nt 1<I<r, 0<m<k-—1

ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung P(D)y = 0.
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Die allgemeine Losung ¢ der Differentialgleichung ist die Linearkombination
ici@i, mit ¢; € C,
i=1
des Losungsfundamentalsystems {; }.
Beispiele
e Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
Yy +4y +3y=0
lautet
P(\) =\ +4\+3.
Die Nullstellen von P(\) sind
M =-1, \y=-3.
Als allgemeine Losung ¢ erhalten wir demnach
o(x) = cre™" + e
e Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
y"' =y =2y =0
lautet
P(A\) =X\ =\ —2).
Die Nullstellen von P(\) sind
M=0, =-1A3=2.
Als allgemeine Losung ¢ erhalten wir demnach
o(x) = c1 + cae™" + cze*” .
e Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
v —2y"+y =0
lautet
PA) =X =202+ A= A(A—1)%.
Die Nullstellen von P(\) sind
A1 =0, Ay = 1(doppelt).
Als allgemeine Losung ¢ erhalten wir demnach

o(x) = 1 + coe” + c3ze” .
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Anwendungen
Freie geddmpfte mechanische Schwingungen
Die Auslenkung x(t) geniige der Differentialgleichung
Dz (t) + ka'(t) + ma"(t) =0,
wobei
- Tragheitskraft: ma” (t)
- Reibungskraft: —kz'(t)
- Riickstellkraft: —Dx(t).
Der RLC-Serienschwingkreis ohne dufsere Spannungsquelle

Hier geniigt die Ladung )(¢) der Differentialgleichung

Q)+ RQ'W) + LQ"(1) = 0,

wobei

- Kapazitit: C

- Ohmscher Widerstand: R

- Induktivitat: L .
Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
Wir betrachten nun die allgemeine Losung der Gleichung

Y'(t) + 20y (t) +wyy(t) =0,

wobei wy € R und ¢ € R”, und Losungen unter bestimmten Anfangsbedingungen.
Schwingungen unter der Bedingung 0 < 11 < wy
Hier erhalten wir

N4 2uN+wi =0,
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Die Losungen dieser Gleichung sind die komplexen Zahlen

)\1,2:—,U:‘:\/,U2_W(2):_Niiwy

Co 2 2
wobel w 1= \/wj — pA.

Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung
y(t) _ cle)‘lt + C2€A2t — Cle(fwiw)t + 026(7/1,7’L'w)t
lasst sich umformen zu
y(t) = e M (cre™ 4 cpe” ™)
Mit Hilfe der Eulerschen Formel
e = cos(wt) =& 4 sin(wt)
erhalten wir

y(t) = e " (dy cos(wt) + dysin(wt)) .

e cos(wt)

s

Abbildung 3.3 Gedampfte Schwingung

Mit den Anfangsbedingungen

und

113
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und
0=19(t=0)=—pe "°(d; cos(w - 0) + dysin(wt - 0)

+ e "0 —dywsin(w - 0) + daw cos(w - 0)).

Die erste dieser beiden Gleichungen impliziert
di = Yo
und die zweite
L
do=—"-1yo-
w
Insgesamt erhalten wir damit

y(t) = yoe " (cos(wt) + g sin(wt)) .

Der aperiodische Grenzfall (fiir p = wy)

Die Losung von
N4+ 2u\ +wi =0

ist
)\1,2 =K.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet daher
y(t) = e " (cy + cat) .

Unter der Anfangsbedingung y(t = 0) = yo und y'(¢t = 0) = 0 erhalten wir die eindeutig
bestimmte Losung

y(t) = yoe (1 + pt),

wobei u = wy.

Der aperiodische Fall (Kriechfall) (fiir ;1 > wy)
Die Losungen von

N 42U\ +wi =0

AMa=—pEtr/p2—wi<0.

sind
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet daher
y(t) = cre """ + coe ' wobei ;= —\; > 0.

Unter der Anfangsbedingung y(t = 0) = yo und y/(¢t = 0) = 0 erhalten wir die eindeutig
bestimmte Losung:

y(t) = L (et — et

—N2—M1

3.3.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Zu den Methoden, eine partikuldre Losung einer
inhomogenen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
zu finden, gehdren
e die Variation der Konstanten und

e die Laplace-Transformation.
Es gibt auch eine Reihe von Ansatzfunktionen, die sich nutzen lassen.

Ansatzfunktionen fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung

Es sei

P(D) = D"+ ap,_ D" ' 4+ ... + a1 D + ag
mit Konstanten a;, € R. Ferner sei / C R und

b: I —-R

sei eine stetige Funktion.

Dann lassen sich mittels folgender Ansatzfunktionen partikulidre Losung der Differentialglei-
chung

PD)y=1b

bestimmen.
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Seien b;, A; € R, a, € Rund k € N.

e Ist b ein Polynom mit b(x) = by + b1z + ... + by 2™
und

e P(A=0) # 0, soist
yp(z) = Ao+ Arz + ... + Apa™
e )\ = ( eine k-fache Nullstelle von P(\), so ist
Yp(x) = 2"(Ag + Aryr + .. + Apa™)
ein Losungsansatz.

o Istb(x) = (by + bz + ... + ba™)e™”
und

e P(A=a)#0,soist
Yp(x) = (Ao + A1z + ... A z™)e™
e )\ = «a eine k-fache Nullstelle von P()), so ist

Yp(r) = 2"(Ag + Az + . Apa™)e™”

ein Losungsansatz.

e Ist g(z) = cos(fx) oder g(x) = sin(fz), b(z) = (by + brx + ... + bpx™)g(x)

und

o P(A=1if) #0,soist

116

yp(z) = (Ao + A1z + ... A2™) cos(Bx) + (Bo + Bix + ...By,2™) sin(fSx)

e )\ = if eine k-fache Nullstelle von P(\), so ist

yp() = 2 ((Ag + Ay + ... Apz™) cos(Bx) + (Bo + Bix + ... Bp,a™) sin(B))

ein Losungsansatz.
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Beispiel
Um die Losung der inhomogenen Differentialgleichung
y"'—y=1+2"
zu losen, bestimmen wir die allgemeine Losung y;, der homogenen Gleichung
y" —y=0
und die partikuldre Losung y, der inhomogenen Gleichung mit dem oben beschriebenen Ansatz
yp(z) = Ag + Ar + Agx® + Azz®.
Fiir die Losung y;, der homogenen Gleichung bestimmen wir die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms
PO =X -1=0-1)A\+A1+1).
Da fiir die Nullstellen

1, V3
)\1:1, )\2’3:_5:':17

gilt, folgt

yn(z) = cre® + e 2 <c2 cos(?m) +c3 sin(@x)) }

Setzen wir y,, in die inhomogene Differentialgleichung ein, so erhalten wir
3-2- Ay — (Ag+ Ayx + Agx® + As2®) = 1+ 2°

und demnach
A3 =—-1, A, =0, A, =0,4,=—7.

Daher gilt
yp(r) = =7 — 2%,

Die allgemeine Losung y der inhomogenen Gleichung lautet daher

ylx) = —T—a*+ e +e 2 <02 cos(%gx) +c3 Sin(?l’)) .
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Anwendungen
Erzwungene geddmpfte mechanische Schwingungen

Hier betrachten wir ein System, das sinusférmig schwingen kann, beispielsweise ein quasiela-
stisches Pendel, dessen Schwingungen durch die Stokes-Reibung gedimpft werden.

Die Auslenkung z(t) geniige der Differentialgleichung
Dx(t) + ka'(t) + ma"(t) = Fu(t).

Es wirke eine periodische duBere Kraft F, (), wobei
F,(t) = Fycos(wt) .

Die Kraft F,(t) ist daher harmonisch verdnderlich mit der konstanten Kreisfrequenz w und der
konstanten Anregungsamplitude Fj.

Zusitzlich gehen wir hier davon aus, dass

k /D
< —< —
2m m

gilt.

Um eine partikuldre Losung unserer inhomogenen Gleichung

y"(t) + 20y () + wi y(t) = ya(t)

zu finden, konnen wir die Differentialgleichung zu einer Differentialgleichung fiir komplexe
Funktionen verallgemeinern und den Realteil dieser Losung bestimmen.

Wir betrachten daher die Differentialgleichung
2(t) + 22 (t) + wi 2(t) = youe™’,
wobei p, wy und ¥ , wie bisher definiert sind.
Mit dem Ansatz
2(t) = zpe™!

erhalten wir

o = Yo,a
0= :
wg — w? + 2ipw

und damit eine partikuldre Losung y,(t).
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Die komplexe Amplitude zj lédsst sich auch als
20 = Ae”?, mit A € R,
schreiben.
Der Ansatz
2(t) = Ae'WtHe)
impliziert
A(—w? + 2ipw + wy) = Youe .
Daraus folgt fiir die Amplitude der erzwungenen Schwingung

Yo,a
N e

A:

Betrachten wir nun die Amplitude A, fiir 1 < “’—‘; so zeigt sich, dass deren Maximalwert bei
w = wp = y/wi — 2u? angenommen wird und
yD,a o yﬂ,a

2/l — 12 2wy

Amaaz - A(WR) -

betrigt.

Die Frequenz wg, heisst daher Resonanzfrequenz.
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3.4 Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

3.4.1 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Da sich eine Differentialgleichung n-ter Ordnung als System 1. Ordnung darstellen lésst, kann
die folgende Losungstheorie auch fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung genutzt werden,
sofern diese konstante Koeffizienten haben.

Sei y(z),b(x) € R™, b auf einem Intervall / C R stetig und A = (a;;) € M(n x n,R) mit
konstanten Koeffizienten a;;. Durch

y' = Ay +b(z), y(zo) = yo € R"
ist ein Anfangswertproblem gegeben.

e Ist b(x) = 0, so besitzt dieses Anfangswertproblem fiir beliebiges o € R und yy € R"
folgende, eindeutig bestimmte Losung auf R:

p(x) = exp((z = w0)A) - Yo

e Das Anfangswertproblem besitzt fiir beliebige Werte € [ und yo € R" folgende, ein-
deutig bestimmte Losung auf [:

xT

wm»—wmu—m@m~m+/ém«x—ommaﬁ,5er

Zo

Hierbei tritt die Matrixexponentialfunktion auf. Einige ihrer Eigenschaften sind im folgenden
Abschnitt aufgefiihrt.

Beispiel

Das Anfangswertproblem

/= a0, w0 = (1)

0-—1
a=(17)
lasst sich mittels

o) =exp(a)- (1)

mit
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16sen, wobei
A = ((2 _Ot) )

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt
p(A) = A7 +*E =0

und demnach
AP = (-1)*"E, neN.

Mit der unten angegebenen Definition von exp erhalten wir

- 1 n - 1 ny2n - 1 ny2n
eXpAt:Z%mAt :Z:OZ_TL'(_l) t E—f-;m(—l) t At

sint cost —sint
= Ecost + A t _<sint cost)

und folglich
cost —sint
y(t) = (sint + cost) '
Die Matrixexponentialfunktion
Fiir Matrizen A € M (n x n, K) setzen wir
1
expA: M(nxn,K)— MnxnK), A—expA:= Z—'A”.
n!
n=0

Falls A, B € M(n x n,K) mit AB = BA, so gilt
exp Aexp B = exp(A + B).

Fiir
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gilt
dy
expD =

Gd"

Sind A, B € M(n x n,K) und ist B regulir, dann gilt

B~ '(exp A)B = exp(B'AB).

Andererseits ist jede Matrix A € M (n x n, C) trigonalisierbar, d. h.
Zu A € M(n x n,C) existiert eine reguldre Matrix P € M (n x n,C), so dass
B=P'AP
eine obere Dreiecksmatrix ist.
Demnach ist eine Funktion ¢ : R — C” genau dann eine Losung der Differentialgleichung
y =4y,
wenn die Funktion ) := P~y : R — C" Losung der Differentialgleichung
7 = (P 'AP)z.

Daher bietet sich an, die entsprechend Differentialgleichung komponentenweise zu betrachten.

Beispiel
Sei A € M(2x 2,R) und
y = Ay.
Dann konnen folgende Fille auftreten:

(i) A besitzt eine Basis von Eigenvektoren a;, a; € R? zu den Eigenwerten \;, A € R. Dann
bilden die Funktionen ¢y, : R — R?,

A1z Aox
01 = a1e™" | po(x) = age™

ein Losungsfundamentalsystem.
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(i1) A besitzt zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte
Mpo=ptiv, peR, weR".
Dann sind die Eigenvektoren a;, as ebenfalls konjugiert-komplex, so dass wir
a2 =b=xic, bcc R?,
schreiben konnen. Mit Hilfe der komplexen Losungen
on(x) = ape™®,

lasst sich das reelle Fundamentalsystem

—_

i(x) = S (pr(2) + @2()) = (beos(wr) — esin(wz))e,

[\]

Po(x) == %((pl(x) — @o(x)) = (bsin(wz) + ccos(wx))e!”

herleiten. Demnach hat die allgemeine Losung obigen homogenen Differentialgleichungs-
systems die Form

() = c191 () + cathe(x), mite; € R.

Anmerkung

Fiir homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, mit komplex-konjugierten Losun-
gen

Mo=ptiw, peR, weR".

des charakteristischen Polynoms, verwenden wir hédufig Darstellungen mit Hilfe eines
reellen Fundamentalsystems. Hierbei betrachten wir Losungen

(1) = a1e™M” + axe™”, aj,ay € C,

mit, a; = ay, da ¢ eine reellwertige Funktion ist. Mittels
aa=0b=xic, bjceR,

lasst sich auch
o(x) = e"((a1 + ag) cos(wzx) +i(ay — as) sin(wx))

= e"*(2b cos(wx) + 2¢sin(wx))

schreiben.
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(iii) A besitzt nur einen Eigenwert A € R mit einem eindimensionalen Eigenraum. Dann gibt
es eine reguldre Matrix P € M (2 x 2,R), so dass

B:=P AP = (% i) , pER*.
Fiir die Differentialgleichung

2 = Bz
ist durch

Pi(z) = ((1)) M, Yo(z) = (plx) M

ein Losungsfundamentalsystem gegeben. Hiermit erhalten wir durch

pi(r) = PYi(z), i=1,2,
ein Losungsfundamentalsystem fiir unser Differentialgleichungssystem 3’ = Ay.

Mit diesem Verfahren ldsst sich selbstverstandlich auch das oben beschriebene Anfangswert-
problem

/= a0, w0 = (1)

a=(17)

behandeln. So erhalten wir

mit

O:det(A—)\E):det<_1>\ j\) =\ +1.

Zu den Eigenwerten \; o = =+ finden wir die Eigenvektoren

w(5) . weam

und folglich die allgemeine Losung

_ 1\ it —i\ _y4 [ dicost—dysint
y(t) = e (1)6 +02( 1 )e o (dgcost+dlsint> '

Die Anfangsbedingung impliziert, dass d; = dy = 1 gilt.
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3.4.2 Variation der Konstanten fiir lineare Systeme 1. Ordnung

Sei I C R ein Intervall und
A: 1 — M(n xn,K)

eine stetige Abbildung. Unter K verstehen wir R oder C. Eine Basis ¢ := (¢4, ..., ¢,) des
Vektorraumes der Losungen der Differentialgleichung

Y = Az)y

heilt Losungs-Fundamentalsystem dieser Gleichung. Schreiben wir die Losungen ¢;,7 = 1, ..., n
als Spaltenvektoren

P1i
P2

I
I
\t—‘
3

Pi

©ni

so lasst sich ¢ als n x n-Matrix

P11 P12 P13 Pin

©21 P22 P23 ©on
(;5 =

®n1 Pn2 Pn3 Onn

formulieren. Das n-Tupel (¢4, ..., ¢,,) ist genau dann linear unabhéngug, wenn
det ¢(zo) # 0
fiir wenigstens ein z € [ gilt.
Seien A(t), b(t) stetigin [ C R, zp € [ und
/

Y = A(x)y +b(z), y(wo) =n.

Die eindeutig bestimmte Losung dieses Angangswertproblems lautet
a) = @+ [ o7 b0,
xo

wobei ¢(x) das Losungs-Fundamentalsystem des homogenen Systems mit ¢(xg) = E ist.
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3.5 Die Bernoullische und die Eulersche Differentialgleichung

Bernoullische Differentialgleichung
Seien a, b : I — R stetige Funktionen, p € R\{0, 1}. Die Gleichung
Yy +a(x)y +b(x)y” =0

wird als Bernoullische Differentialgleichung bezeichnet. Sie wurde nach Jakob Bernoulli (1654-
1705) benannt. Die bekannte logistische Differentialgleichung

dP
%:71:’—7']32, v, T € R,

ist ein Spezialfall.
Nach Multiplikation mit (1 — p)y~* erhélt man

(y' ™) + (1 = plalz)y'™" + (1 = p)b(z) = 0
und, mit z = y*~*, die lineare Differentialgleichung

2+ (1—pla(z)z+ (1 —p)b(z) =0.

Beispiel

Die Differentialgleichung des Anfangswertproblems
1
T 1 Y=0, y0)= -1
y+ oyt (et =0, 4(0)
ldsst sich, mit z = v~ und
1

a(m):1+x, bx)=14z, p=4,

VAl

3
' — —3(1 =0
‘ 1+:UZ (1+2)

umformulieren. Mittels Variation der Konstanten erhalten wir als Losung dieser Gleichung
2(x) = c(1+2)° = 3(1 +x)*,
wobei c eine reelle Konstante ist. Nach Riicktransformation ergibt sich

N :i: Sgn(c(l‘f—x)_?’)
y() 23 Y+ a)e(l+a)—3|
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mit der Anfangsbedingung

daher ¢ = 2, und fiir unser Anfangswertproblem schlieBlich

1 1
y() :_\3/(1+x)2(1—2x)’ T € (—1,5).

Eulersche Differentialgleichung
Seien ay, k = 0, ..., n, reelle Konstanten und a,, # 0. Die Gleichung
anz"y™ + ap_12" YD £ azy +agy =0

wird als Eulersche Differentialgleichung bezeichnet. Sie wurde nach Leonhard Euler (1707-
1783) benannt.

Wir setzen voraus, dass € RY, ist. Mit
t:=Inz, u(t) = ylexp(t)) = y(v)

und

D.=—
dt

erhalten wir

De®u = e*(D + a)u,

a _1_
dr =
und
dy dudt _
ay _audt _ —tp
dr  dtds  © "
d? d dt
d_xz = ~(¢"'Du) - = = D(¢"'Du) ¢~ = (D ~ 1) Du.

So lasst sich allgemein

d'y

D
— —kt _ _ — —kt |
Tk =€ (D—k+1)...(D—-1)Du=e k(k)u, keN,
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schreiben. Somit gilt

k D
xkﬁ:k( )u, ke Ny,

dxk k
wobel
D
( )u = 1d.
0
Zumal
n D n
ak! ( i > u= Z apzFy®
k=0 k=0

geniigt u(¢) der linearen homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

zn:akk!(lk?)u: 0.

k=0

Beispiel
Die Differentialgleichung des Anfangswertproblems
22y — Ty + 15y =2, y(1) = y/(1) =0
konnen wir, mit
n=2,a=1,a=-7,a =15, v =¢

und

D D D
(a22!<2) +a11!(1> —|—a00!<0))u: (D-(D—-1)—7D+ 15)u.
umschreiben zu
(D* —8D + 15)u =¢'.

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

1
u(t) = —e' + c1e® + cye™ |

8

So erhalten wir, mit

r=c¢e" und u(t) =y(x),
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als allgemeine Losung unserer Eulerschen Differentialgleichung:

1
y(x) = ¥ + c12® + con®

Die Anfangsbedingungen fiihren dann zu

1 1 1
y(x) = i Z—l:c?’ + §x5 :

Bei Fliissigkeitsstromungen in Rohren mit einem Radius R, der klein gegeniiber der Linge L
ist, tritt, nach [6], Abschnitt 33, die inhomogene Eulersche Differentialgleichung

P2 oy = P P2,
nL

auf. Da sich die linke Seite dieser Gleichung als

d  dv

— (r—

dr dr)

schreiben ldsst, kann die Geschwindigkeitsverteilung v(r) durch zweimalige Integration be-
stimmt werden. Damit wird auch das bekannte Hagen-Poiseuillesche Gesetz

Pl D2

V=
8nL

— = R'T

hergeleitet.
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3.6 Ubungsaufgaben: Gewohnliche Differentialgleichungen

Aufgabe 1
Losen Sie folgende Anfangswertprobleme:

™

2

1
b z(z+ 1)y =y, y(1)=3

a) ¥y +cosz-y=0, y(=)=2r

o ¥y +a*=1, y2) =1

Aufgabe 2
Losen Sie folgende Differentialgleichungen mit Hilfe einer geeigneten Substitution:

a) y =(x+y+1)?

2
b)) y-y =a+ Y~ mit Anfangswert y(1) = /2.
T

Aufgabe 3
Losen Sie folgende Anfangswertprobleme durch Variation der Konstanten:

a) vy —y=1x-cosx, y(r) =27
b) ¥ +tanz -y = 5sin(2z), y(37) =2
o) 2y +y=Iz, y1)=1

d) ¥ +tanx -y =sinx -cosz, y(0)=1.

Aufgabe 4
Bestimmen Sie jeweils die allgemeine Losung folgender inhomogener Differerentialgleichun-

gen:
a) y — 6y = 3¢e*

b) ¥ — by = 2cosz — sin(3z).
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Aufgabe 5
Formulieren Sie die folgenden Differentialgleichungen

a) ¥y =sinx -y +tanz -y +e*,
b) y¥ = 3y" 4+ y + 2sinx,
©) ¥y = 3y1 + 4y, vy = 4y + T

als Differentialgleichungssystem mit hochstens ersten Ableitungen in der Form

y =Ay+f.

Aufgabe 6
Geben Sie die allgemeinen Losungen folgender Differerentialgleichungen an:

a)

v =2 inR* xR,
xr

b)

Aufgabe 7
Bestimmen Sie jeweils die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen 2. Ordnung:

a)y' +y=0

b) vy +2y +y=0

)y +y —2y=0

d) ' =2y +2y=2

e) ¥’ + 2y — 3y = 32 — 4

f) v + 2y +y = —2sin(2x).
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Aufgabe 8
Losen Sie die Anfangswertprobleme:

a) y' —2y+2y=2, y(0)=2,4(0)=1

b) v 4+ 2y +y = —2sin(2x), y(0)=1,9'(0) = 1.

Aufgabe 9
Ein Atom A verbindet sich mit einem Atom B zu einem Molekiil AB. Die Anzahl der Atome

A zur Zeit t = 0 sei a, die der Atome B zur Zeit ¢ = 0 sei b. Die Anzahl der Molekiile AB sei
x(t) und geniige der Differentialgleichung

dx

- = kla—2)(b-2),

mit einer Konstanten & € R7.. Losen Sie die Differentialgleichung fiir @ > 0. Wann kommt die
Reaktion zum Stillstand?

Aufgabe 10
Sei

y'(2) + 2/ (z) + y(z) = f(2),

mit Storfunktionen f, wobei

Geben Sie die allgemeine Losung fiir die homogene Differentialgleichung und jeweils eine
partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung an.
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Aufgabe 11
Losen Sie folgende Anfangswertprobleme:

a)

y'(x) +ay(z) =0, y(1) =0bzw. y(1) =1,

b)
/ $2
y(z) = ) y(z) #0, y(0) =1.
Aufgabe 12
Sei

ma"(t) + ka'(t) + Dx(t) = F(t).

(i) Sei m = 0,5kg, D = 128 Nm~! und F(t) = 0. Fiir welchen Wert von k tritt der
aperiodische Grenzfall auf? Fiir welche Werte treten Schwingungslosungen auf?

(i) Seim = 0,5kg und D = 128 Nm~! und F(t) = 0. Geben Sie die Losung fiir den
aperiodischen Grenzfall mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0,2 m und z’(0) = 0 an.

(iii) Seim = 10kg, D =50 Nm~',r = 20kgs~' und
F(t) = 10 N sin(wt)

mitw = 157! Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Aufgabe 13
a) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

1
9" — 12y’ +4y =0, y(0)=1, y’(O):g.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
z"(t) + 82'(t) + 16x(t) = 0.

Bestimmen Sie den reellen Parameter a zu

so, dass z(t = 1) = O ist.
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c) Bestimmen Sie die Losungen der folgenden inhomogenen Differentialgleichungen
2. Ordnung:
o)

y' + 2y =2 +22+4,

(i1)
y" +y = 2% + exp(5x) + cos(2z) ,
(iii)
Y + 2y + 82y = 164 + 164 exp(—2x) ,
(iv)
y'(t) + 5y (t) + 4y(t) = 32t*, y(0) =0, 3/ (0) =0.
Aufgabe 14

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

mit

Aufgabe 15
Bestimmen Sie eine Differentialgleichung, die folgende allgemeine Losung besitzt:

y(x) = e (c1 cos(3x) + cpsin(3z)) + 2% — e ¥ + cos(3xw), c1,c € R.

Aufgabe 16
Formulieren Sie das zugehorige System erster Ordnung zu

22y —2y=x, v>0,

und bestimmen Sie die Losung dieser Differentialgleichung mit den Anfangswerten y(1) = —

und y/(1) = —1.

1
2
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Aufgabe 17
Bestimmen Sie die Losungen zu folgenden Systemen linearer Differentialgleichungen:
y(t) = Ay(t)
mit
1 2
2 A= (—3 6) ’
3 6
by A = ( 3 _3) |
24
€) A= <3 1) ’
-1 1
—4 2 0
Aufgabe 18
Sei

0t
4= (1)
Bestimmen Sie exp A, indem Sie das Interpolationspolynom benutzen.

Aufgabe 19

Sei
0 —¢
=19

Bestimmen Sie exp A, indem Sie die Matrix diagonalisieren.
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Aufgabe 20
Bestimmen Sie, mit Hilfe der Matrix-Exponentialfunktion, die Losungen der Anfangswertpro-

bleme

y =Ay, y(0) =1y,

mit
425
a) A=1043 |,
004

&
hS
I

Aufgabe 21
Bestimmen Sie jeweils die allgemeine Losung auf dem Intervall (0, co) fiir folgende Differen-

tialgleichungen:

a) xSy/// _ 3.7523/’ + 61,?/ o 6y _ O,

1 1
b) xy///+2yll_zy/+py20.
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Symbolverzeichnis

N ={1,2,3,....} Menge der natiirlichen Zahlen

NO = {0, 1,2,3, }
Z =1{0,£1,£2 ...} Menge der ganzen Zahlen

Q= {E |p,q € Z,q # 0} Korper der rationalen Zahlen
q

R Korper der reellen Zahlen

R, :={zeR|z>0}

R*:={x e R|z # 0} = R\{0}

RY :={z e R|z > 0}

C Korper der komplexen Zahlen
C:={ze€C|z#0} =C\{0}
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