V, 1-176 (2024)
© 2024

Mathematik 1 fiir Ingenieure

Dr. Jiirgen Bolik

Technische Hochschule Niirnberg




TH Niirnberg

Inhaltsverzeichnis

1 Funktionen

3

1.1 Definitions- und Wertebereich . . . . . ... ... ... ... 0.
1.2 Graphische Darstellung einer Funktion . . . . . .. .. ... ... ... ....
1.3 Monotoni€ . . . . . . . . . . e e e e e e
1.4 Umkehrfunktion. . . . . . ... ... .. L
1.5 Elementare Funktionen . . . . . .. .. ... ... ... .. ..
1.5.1 Potenzfunktionen . . . . . . . .. ... oL Lo
1.5.2  Wurzelfunktionen . . . . . .. .. .. ..o o
1.53 Polynome . . . . . .. ...
1.5.4 Rationale Funktionen . . . . . . ... ... .. ... ... ..., .
1.5.5 Trigonometrische Funktionen . . . ... ... ... ... .......
1.5.6 Die Exponentialfunktion . . . . . . ... ... ... ... ...
1.5.7 Der Logarithmus . . . . .. .. .. ... ... . .. ... . ...
1.5.8 Die Betragsfunktion . . . .. ... .. .. ... o oL
1.5.9 Die Hyperbelfunktionen . . . . .. ... ... ... ..........
1.6 Ubungsaufgaben: Funktionen . . . . . . .. ... ... ... ..........
Komplexe Zahlen
2.1 Aufbaudes Zahlensystems . . . . . . . ... ...
2.2 Die Gaullsche Zahlenebene . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.3 Die Exponentialfunktion und Trigonometrische Funktionen . . . . . . . . . ..
2.4 Die Moivresche Formel . . . . . . . . ... ... L oo
2.5 Die Wurzelfunktion . . . . . . . ... L Lo
2.6 Der Fundamentalsatz der Algebra . . . . . . .. ... ... ... .......
277 Anwendungen . . . . . . ... e e e e
2.7.1 Komplexe Darstellung harmonischer Schwingungen . . . . .. .. ..
2.7.2  Addition harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz . . . . . . . .
2.8 Ubungaufgaben: Komplexe Zahlen . . . . . . .. ... ... ..........
Lineare Algebra
3.1 Vektoren . . . . ...
3.2 Lineare Gleichungssysteme und der Gau3-Algorithmus . . . . . . .. ... ..
3.2.1 Einfiihrung des GauB3-Algorithmus . . . . . . . ... . ... ... ...
3.2.2 Grundlagen des GauB-Algorithmus . . . . . ... ... ... ... ..
3.2.3 Unlosbare und unterbestimmte lineare Gleichungssysteme . . . . . . .
3.2.4  Allgemeine lineare Gleichungssysteme . . . . .. ... ... .....
3.3 Matrizenrechnung . . . . . . . . ..
34 Determinanten . . . . . . . . . ... c L e e e
3.5 Inversion von Matrizen . . . . . . . . ... .. e
3.6 Basisvektoren und lineare Abbildungen . . . . ... ... ... L.
3.7 Eigenwertprobleme . . . . . . . . ... L

26
26
31
37
41
44
46
52
52
54
58



TH Niirnberg 3

3.8 Diagonalisierbarkeit von Matrizen . . . . . . .. ... ... ... ....... 100
3.9 Ubungsaufgaben: Lineare Algebra . . . . . .. .. ... ... ... ...... 106
4 Differentialrechnung von Funktionen einer reellen Verinderlichen 114
4.1 FolgenundRethen . . . ... .. ... .. ... o 114
4.1.1 KonvergenzvonFolgen . . ... ... .. ... ... ........ 114
412 Reithen . . ... ... 128
4.2 Stetigkeit von Funktionen . . . . . . . . ... ... o L 142
4.3 Der Differentialquotient . . . . . . . . .. .. ... 146
4.4 Ableitungsregeln . . . . . .. L 150
4.5 Lokale Extrema und der Mittelwertsatz . . . . . . . ... .. ... ...... 154
4.6 Funktionenfolgen . . . . . . . . ... . ... 156
47 Potenzrethen . . . . . . .. ... 158
4.8 Approximation durch affin-lineare Funktionen . . . . . . . . ... .. .. ... 162
49 Taylor-Rethen . . . . . . . .. .. 163
4.10 Ubungsaufgaben: Differentialrechnung von Funktionen einer reellen Verinder-

lichen . . . . . . . . 169



TH Niirnberg
1 Funktionen

1.1 Definitions- und Wertebereich

Seien D, W C R. Eine reellwertige (reelle) Funktion auf D ist eine Abbildung
f:D—>W.
Dabei wird jedem x € D genau ein y € W zugeordnet. Statt x — y schreiben wir auch
z e f(x)
mity = f(x).
Die Menge
e D heilit Definitionsbereich von f,
e IV heilit Wertebereich von f.
Der Graph einer Funktion
f:D—>R
ist die Menge

Pp={(z,y) e DxRly= f(z)}.

Unter einer Abbildung f C D x W wird eine Relation verstanden, die
e allen Elementen aus D ein Element aus W zuordnet, wobei
e diese Zuordnung eindeutig ist.
Die Menge
fIT) = {f(2)|z € T C D}
hei3t Bild von T unter f.
Eine Abbildung (Funktion) f : D — W heiflit
e surjektiv, wenn f[D] = W ist.
e injektiv, wenn aus f(z1) = f(x9) die Eigenschaft z; = x4 folgt.

e bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.
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1.2 Graphische Darstellung einer Funktion
Sei n € N. Die Funktionen

frox—a®

sind in ganz R definiert und wir konnen f : R — R schreiben

Abbildung 1.1 Die Graphen der Funktionen z” mitn = 2,3,4,5

Die Funktion

1
frx— —
x

ist fiir € R\{0} definiert und wir kénnen f : R\{0} — R schreiben.

Abbildung 1.2 Der Graph von %
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1.3 Monotonie

Definition: Sei D C Rund x, 2’ € D mit z < z’. Dann heifit eine Funktion f : D — R

e monoton wachsend, wenn
flx) < f(@),

e streng monoton wachsend, wenn
flx) < f(@),

e monoton fallend, wenn
flx) > f@'),

e streng monoton fallend, wenn

f(x) > fz').

Beispiel
Die Funktion f : R — R mit
frx—a?

ist streng monoton fallend fiir x < 0 und streng monoton steigend fiir x > 0.

Abbildung 1.3 Der Graph der Funktion z2



TH Niirnberg 7

1.4 Umkehrfunktion

Seien D, M C R. Ist die Funktion
f:D—M
bijektiv, so existiert eine Funktion f -1
fffM—D
mit der Eigenschaft
[y =2 = fla)=y.
Diese Funktion wird als Umkehrfunktion bezeichnet.
Satz: Sei
f:la,b) = R

eine stetige, streng monoton wachsende (bzw. streng monoton fallende) Funktion. Dann bil-
det f das Intervall [a, b] bijektiv auf das Intervall [f(a), f(b)] (bzw. [f(b), f(a)]) ab, und die
Umkehrfunktion

f7 2 [f(a), f(B)] = R (bzw. [£(b), f(a)] = R)

ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).
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Beispiele

(i) Die Funktion f : R, — R mit x > z? ist streng monoton wachsend und bildet R,

bijektiv auf R, ab. Die Umkehrfunktion

1Ry = R mit o+ 2.
wird als Quadratwurzel bezeichnet.

S(x)e

Abbildung 1.4 Die Graphen von 22 und /z

(i) Die Funktion f : R — R mit z + 2% ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv

auf RY := {x € R|z > 0} ab. Die Umkehrfunktion
TR =R, 2 logy(z).

wird als dualer Logarithmus bezeichnet.

flx)e

5

Abbildung 1.5 Die Graphen von 2 und log, (z)
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(iii) Seia € R mita > 0 und a # 1. Die Funktion
fR=>R, z+a”

ist streng monoton wachsend fiir & > 1 und streng monoton fallend fiir 0 < a < 1. In
beiden Fillen wird R bijektiv auf R* abgebildet. Die Umkehrfunktion

fTHRE =5 R,z log, ()

ist stetig. Diese wird als Logarithmus zur Basis a bezeichnet.

1.5 Elementare Funktionen

1.5.1 Potenzfunktionen

Unter Potenzfunktionen mit positivem Exponenten verstehen wir Funktionen
fR=R, z— 2",

wobei n € N.

Beispiele

Abbildung 1.6 Die Graphen der Funktionen z” mitn = 2,3,4,5
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Unter Potenzfunktionen mit negativem Exponenten verstehen wir Funktionen
fR\{0} >R, z—~ 2",
wobei n € N.

Beispiele

Abbildung 1.7 Die Graphen der Funktionen ™" mitn = 1,2,3,4

1.5.2 Wurzelfunktionen

Sei k£ € N mit k > 2. Die Funktion
f Ry =R, x> 2"

ist streng monoton wachsend und bildet R, bijektiv auf R, ab. Die Umkehrfunktion
LRy =R, 2+ Vo

ist stetig und streng monoton wachsend. Diese wird als k-te Wurzel bezeichnet.

Ist £ ungerade, so ist die Funktion
f:R—>R, z—2F

stetig und bijektiv. Die k-te Wurzel ist daher fiir ungerade Wurzelexponenten auf ganz R defi-
niert.
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Beispiel

Abbildung 1.8 Die Graphen der Funktionen z* und &/

1.5.3 Polynome

Sein € Ny, ag, a1, as, ...., a, € R mit a,, # 0. Dann heif3it die Funktion

p:R—-R

T+ p(x) == ag + a1x + agx?® + ...+ a2 = Zaixi
i=0

Polynom vom Grad n. Die Zahlen a;, © = 1, ..., n, werden Koeffizienten genannt.

Diese Funktionen p werden auch als ganzrationale Funktionen bezeichnet.

Beispiele: Polynome vom Grad
e (: konstante Funktionen

e 1:p(x) =ax+ b, mita,beR

2

b b
. — 2 — 2_ 2 i
o 2:p(x) = ax +bx+c-a(x+2a) 4a+c,m1ta,b,c€R

11
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1.5.4 Rationale Funktionen

Seienm,n € N,
p(z) = ag + a1z + ar® + ... + apa”
und

q(x) = by + by + byz® + ... + byz™ .

Ferner sei D := {z € R|¢(z) # 0}. Dann heift die Funktion
r:D—=R, z—r(r)=—"=

rationale Funktion.

Lisst sich 7 nur mit Nennerpolynomen des Grades m > 0 darstellen, so werden die Funktionen
r auch als gebrochenrationale Funktionen bezeichnet.

2
Abbildung 1.9 Die rationale Funktion T

Polynomdivision

Seien p und ¢ Polynome und r eine rationale Funktion jeweils gemif obiger Definitionen. Dann
gibt es ein Polynom p, und ein Polynom p,, dessen Grad kleiner als der Grad von ¢ ist, so dass
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Beispiel
Sei p(x) = 62t + 1723 — 1322 + 452 — 24 und ¢(z) = 22% + 7z — 3. Wir erhalten

r(r) = 32> —2x+5 Rest 4z — 9.

1.5.5 Trigonometrische Funktionen

Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Winkel ¢ zwischen Ankathete b und Hypo-
tenuse c. Die Gegenkathete werde als a bezeichnet.

Der Sinus ist gegeben als Verhiltnis der Lingen von Gegenkathete zu Hypotenuse:

) Linge der Gegenkathete
sinp = _—
7 Linge der Hypotenuse c

Der Cosinus ist gegeben als Verhiltnis der Langen von Ankathete zu Hypotenuse:

oS 6 — Linge der Ankathete b
7= Linge der Hypotenuse ¢

9

.
/s
f(s)esn . 3
. :
a3

Abbildung 1.10 Die Funktionen sin und cos
Der Abbildung ldsst sich entnehmen, dass
sin(p + ) = —singp,

cos(p+m) =—cosp.

Die Periode beider Funktionen ist 27.



TH Niirnberg 14

Es ist auch eine praktische Darstellung unserer Winkelfunktionen mit Hilfe des Einheitskreises
moglich:

Abbildung 1.11 Die Funktionen sin und cos und der Einheitskreis

Nach dem Satz von Pythagoras folgt

cos?p + sin®p = 1.

AuBerdem gilt
sinp = cos(g — @)
und

T
cos p = sm(§ — ).

Anmerkung zu Winkelmafien

Fiir Winkel in Bogenmaf gilt:
b
pi=—
,
Ist b = 27r, so gilt ¢ = 2.
180°
—

Somit gilt 360° = 27 rad und 1 rad =
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Definition des Tangens: Fiir v € R\{% + kn|k € Z} sei

sin x
tanx :=

CoST

Abbildung 1.12 Die Funktionen sin und cos und tan

Die Umkehrfunktionen von sin, cos und tan

Fiir die Umkehrfunktion arcsin von sin gilt

™

arcsin : [—1,1] — [_E’ 5] :

und fiir die Umkehrfunktion arccos von cos gilt

arccos : [—1,1] — [0, 7] .

arccos x

(S3E]

1 arcsin x

Abbildung 1.13 Die Graphen Funktionen arcsin und arccos

15
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Fiir die Umkehrfunktion arctan von tan gilt
T

arctan : (—oo, 00) — (—5, 5)

iR

arctan x

Abbildung 1.14 Der Graph der Funktion arctan

1.5.6 Die Exponentialfunktion

Wir definieren die Exponentialfunktion mit Hilfe einer
(absolut konvergenten) Reihe als

o0 n

exp(x) = Z % firr € R.

n=0
Damit lésst sich zeigen, dass
exp(x 4+ y) = exp(z) exp(y) firz,y € R
und mit Hilfe dieser Funktionalgleichung wiederum, dass
exp(z) >0 firx e R,
exp(—r) = (exp(x))~! firz € R
und

exp(n) =e" firn € Z.

Definition: Sei a € R?,.. Dann ist die Exponentialfunktion zur Basis a definiert durch

exp, : R = R, x +— exp,(z) :=exp(zlna).
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Satz: Die Funktion exp, : R — R ist stetig und es gilt

e die Funktionalgleichung

exp,(z +y) = exp,(x) exp,(y) firalle z,y € R,

e cxp,(n) = a" fir alle n € Z,
° expa(z—?) = /ap fiir alle p € Z und ¢ € N mit ¢ > 2.
q

Daher ist die Bezeichnung a” := exp,(z) sinnvoll.

Abbildung 1.15 «” fiir verschiedene Basen
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1.5.7 Der Logarithmus

Die Exponentialfunktion
exp: R—=R

ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf
RY :={z e R|z > 0}

ab. Deren Umkehrfunktion
Inz:Ry - R

ist stetig und streng monoton wachsend. Sie heif$t natiirlicher Logarithmus.

Abbildung 1.16 Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus

Es gilt die Funktionalgleichung

In(zy) =Inz +1Iny firz,y € RY .

18
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Logarithmen verschiedener Basen
Sei a € RY mit a # 1. Die Funktion f : R} — R mit

frx—log,x

ist streng monoton fallend fiir 0 < a < 1 und streng monoton steigend fiir a > 1.

flx) s

Abbildung 1.17 Die Graphen von 1d z, 1g = und log% x

Seien a,b € R mita,b # 1 und xz € R’ Es gilt
log, = = log, (b'°®*) = log, = - log, b

und daher

Hiaufig verwendete Basen a sind
e o = 2: dualer Logarithmus [d
e a=e=2,71828.... (Eulersche Zahl): natiirlicher Logarithmus [n

e a = 10: dekadischer Logarithmus [g.

Rechenregeln

Es gilt
log,a” = x firallex € R
und

a'°%® = g fiir alle z € RY .
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Sei z,y € RY und r € R. Dann gilt
loga<x ’ y) = lOga(.T) + loga<y> )
x
loga<§> = lOga<£L') - 1Oga(y) )

loga<xr> =T IOga(l’) :

1.5.8 Die Betragsfunktion

Die Betragsfunktion (in R) ist definiert durch

z falls z>0

f:R%R,x'—Wﬂ::{_g; falls = <O0.

Abbildung 1.18 Der Graph von |z|

Rechenregeln fiir den Absolutbetrag

e Sei x € R. Es gilt stets || > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.

| — z| = |z| fiir alle z € R.

|zy| = |x||y| fir alle z,y € R.

° \§| :%fﬁrallex,yeﬂ%mity%&

Dreiecksungleichung: |z + y| < |z| + |y| fir alle 2,y € R.

|z +y| > |x| — |y| firalle z,y € R.

20
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1.5.9 Die Hyperbelfunktionen

Die Funktionen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus sind durch
1
sinh: R — R, sinhz := 5(635 —e ")
bzw.
1 _
cosh: R — R, coshzx := i(ex +e ")
definiert.

Die Hyperbelfunktionen sinh und cosh sind stetig.

Abbildung 1.19 Die Hyperbelfunktionen cosh und sinh

Fir alle z,y € R gilt
cosh(x + y) = cosh z coshy + sinh z sinh y ,
sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y

und
cosh?z —sinh?>z =1.

Die Funktion tanh : R — R ist durch

sinh x

tanhz :=
cosh x

definiert.

Die Umkehrfunktionen von sinh, cosh und tanh heiflen arsinh, arcosh bzw. artanh.

21
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1.6 Ubungsaufgaben: Funktionen

Aufgabe 1
Losen Sie folgende Gleichungen:

a) e 04 =102,

b) €% = e732HL,

Aufgabe 2
Losen Sie folgende Gleichungen:

a) Inx = —10°,
b) In/Z +In ¢z =3,
¢) Inv1—a2=—3.

Aufgabe 3
Es bezeichne R, die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen. Ist die Funktion f : R — R,
mit

r—rl—xr+1

injektiv, surjektiv, bijektiv?

Aufgabe 4
Sei D; C R. Gegeben ist die Funktion f : Dy — R mit

flz)=-3+In(z —2).
a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich D und den Bildbereich f[D¢] an.
b) Untersuchen Sie die Funktion f mit Hilfe der 1. Ableitung auf Monotonie.

c) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~! und geben Sie deren Definitions- und Bildbe-
reich an.
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Aufgabe 5
Bestimmen Sie die Nullstellen von

a) cosz,

b) z* —42% — 45,

¢) sin(x — %) :

Aufgabe 6
Untersuchen Sie auf Monotonie:

a) |2? — 2z + 1| firz > 1,

b) f:R—=R, z+— e**,

1
¢) f:R—R, CL"—>§(€$+6—$),

1
d f:R—->R, xr—>§(ex—6_$).

Aufgabe 7
Eine radioaktive Substanz zerféllt nach dem Zerfallsgesetz n : R, — R mit

n(t) = nge ™, wobei A > 0.

Fiir Radon ?22Rn gilt A = 2,0974 - 109 s~ 1. Berechnen Sie die Halbwertszeit 7} 5.

Aufgabe 8
Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten von

1’3

2 2 +1’

b) sinx - coszx,

1
r—1"

c)

Aufgabe 9

Eine gebrochenrationale Funktion f hat bei 2 eine einfache und bei —4 eine doppelte Nullstelle;
sie hat Pole bei —1 und 1 und es gilt f(0) = 4. Sie hat keine weiteren Null- und Polstellen. Wie
lautet die Abbildungsvorschrift?
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Aufgabe 10
Zerlegen Sie die Funktion f mit

_2x5+x4—4x3+2x
2t — 4242

f()

in eine Summe aus einem Polynom und einer echt gebrochenen rationalen Funktion. Bestimmen
Sie die Asymptoten des Graphen.

Aufgabe 11
Losen Sie folgende Ungleichungen in R:

a) 22 4+2—-1>0,

z—1
c) — <1
)aH—l ;

1 - 1
l—2 142’

e) —2x%+ 142 —20<0,

d)

1
f) —4+2x>2, mitz >0.
x

Aufgabe 12
Berechnen Sie die Werte des Polynoms

q(z) = —2° + 5% + 8x — 12
an den Stellen x = —1 und z = 1 und schreiben Sie das Polynom als Produkt von Linearfakto-
ren.
Aufgabe 13
Geben Sie fiir folgende Polynome die Linearfaktorzerlegung an:
a) y=a>—222 -5 +6,
b) y = 223 + 22% — 322 + 40,

c) y=a%+ 222 — 132 +10.
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Aufgabe 14

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f : D; — R in Hinblick auf den maximalen Defini-
tionsbereich Dy C R, Injektivitit und Surjektivitidt. Geben Sie, auf geeigneten Teilmengen, die
Umkehrfunktionen an:

Q) fl@)= =
b) f(z) = vVaZ 1,
SNIOEES

d) f(z) =sinz,

e) f(z) =2e* mitz >0,

D fla) ="

) mitx > 0.

Skizzieren Sie jeweils den Graphen von f.
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2 Komplexe Zahlen

2.1 Aufbau des Zahlensystems

Die Menge N der natiirlichen und die Menge Z der ganzen Zahlen

Die Zahlen 1, 2, 3, ... werden als natiirliche Zahlen bezeichnet.
Wir schreiben fiir die Menge der natiirlichen Zahlen N, wobei

N=1{1,2,3,4,5,6,...}.
Um auch die Zahl 0 zu berticksichtigen, schreiben wir
Ny ={0,1,2,3,4,5,6,....}.
Hiufig wird auch folgende Notation verwendet:
N=1{0,1,2,3,4,5,6,....}
und
N*={1,2,3,4,5,6,....}.
Die Menge der ganzen Zahlen ist
Z ={0,£1,+£2,4+3,....}.
Anmerkung: Verbunden mit den ganzen Zahlen ist auch ein wichtiges Beweisprinzip, das der

vollstindigen Induktion:

Es wird eine Aussage A(n) fiir alle ganzen Zahlen n > n, bewiesen, wobei auch n, eine ganze
Zahl ist. Dabei wird gezeigt, dass

o A(ng) wahr ist (Induktionsanfang) und,

o falls A(n) wahr ist, auch A(n + 1) wahr ist, wobei n eine beliebige ganze Zahl n > n,
ist (Induktionsschritt).
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Beispiel: Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion lisst sich beweisen, dass
1)
Zk— n+ firallen € N

gilt.

(1) Induktionsanfang

2
Zk:T:

1
k=1
(i1) Induktionsschritt

Es gelte

N 2
k=1
gilt.
Beweis:

Zk:Zk+(n+1):n(n+1)+(n+1):n(n+1)+2(n—|—1) _

n+1

2 2 2

2

27

(n+2)
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Der Korper QQ der rationalen und der Korper R der reellen Zahlen

Wir bezeichen Zahlen, die sich als Quotienten § zweier Zahlen p € Z und q € Z, wobei q # 0,
darstellen lassen, als rationale Zahlen.

Wir schreiben fiir die Menge der rationalen Zahlen QQ, wobei
p
Q= {a\p,qGZ,q#O}n

Eine rationale Zahl besitzt entweder
e cine endliche oder
e cine reinperiodische oder

e cine gemischtperiodische Dezimalbruchentwicklung.

Die Menge der reellen Zahlen R ist umfassender als (Q und enthélt auch irrationale Zahlen, wie
beispielsweise v/2.

Wir sprechen von einem Korper K, wenn auf der Menge K die Verkniipfungen Addition und
Multiplikationen definiert und folgende Axiome und das Distributivgesetz erfiillt sind:

Axiome der Addition

e Assoziativgesetz

(r+y)+z=x+(y+2) furalle z,y,z € K.

o Kommutativgesetz

r+y=y+ax firalle z,y € K.

e FExistenz der Null

Es gibt eine Zahl 0 € K mit x + 0 = z fiiralle z € K.

o Existenz des Negativen

Zu jedem z € K existiertein —z € Kmitz + (—z) =0.
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Axiome der Multiplikation

e Assoziativgesetz

(x-y)-z=x-(y-=2) firalle z,y,z € K.

o Kommutativgesetz

r-y=y-x firalle z,y € K.

e FExistenz der Eins

Es gibteine Zahl 1 € K, 1 # 0, sodass -1 = z fiiralle z € K.

o FExistenz des Inversen

Zu jedem von 0 verschiedenen = € K existiertein z ™' € Kmitz -2 =1.

Distributivgesetz
r-(y+z)=z-y+x-z firallexr,y,z € K.

Beispielsweise sind Q und R Korper.

Anordnungsaxiome in R
e Fiir jedes € R gilt entweder > 0 oder x = 0 oder z < 0.
e Ausx > 0Ound y > 0 folgt x +y > 0.
e Auszx > Oundy > 0 folgt zy > 0.

Anmerkung: x > y bedeutet x > y oder x = y.

29
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Der Korper C der komplexen Zahlen

Die Menge R x R der geordneten Paare reeller Zahlen bildet auch dann einen Kérper, wenn wir
die Addition mittels

(@1,91) + (%2, 92) = (21 + T2, 41 + ¥2)
und die Multiplikation mittels
(1, 91) - (22,92) = (2122 — Y1y, 1Y + Y172)
definieren. Auch diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ.

Der Korper (R? +, -) wird als der Kérper C der komplexen Zahlen bezeichnet.
Nach unserer Multiplikationsregel erhalten wir

Daher ist (1, 0) das neutrale Element der Multiplikation.

Das multiplikative inverse Element von z = (z,y) # (0, 0) erhalten wir aus der Gleichung

(x,y) ) (u7v) = (170)'

Die eindeutige Losung dieser Gleichung ist

2= (u,v) = ’ ,— i :
m2+y2 :E2+y2

Wir konnen reelle Zahlen x dabei als (x, 0) schreiben. Setzen wir zusitzlich

i:=(0,1),
so zeigt sich, dass

(z,y) = (2,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = z + iy firz,y € R.
AuBerdem erhalten wir

i =(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
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2.2 Die GauBsche Zahlenebene

Fiir den Korper der komplexen Zahlen konnen wir
C={x+1y|z,y € R}

schreiben. Veranschaulichen lassen sich die komplexen Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene
(komplexen Zahlenebene):

imaginére Achse

y z=x+iy

X reelle Achse

Abbildung 2.1 Darstellung einer komplexen Zahl
Die Addition zweier komplexer Zahlen entspricht der Vektoraddition

in R?:

imaginére Achse

z,+z,

reelle Achse

Abbildung 2.2 Addition zweier komplexer Zahlen

Ist 2 = x + 1y mit z,y € R, so sind Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z definiert
durch

Re(z) =z, Im(z):=y.
Zwei komplexe Zahlen z; und 25 sind genau dann gleich, wenn

Re(z1) = Re(z) und Im(z1) = Im(z2) .
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Beispiele zur Losung quadratischer Gleichungen

e Die beiden Losungen der quadratischen Gleichung x? = —b? lauten
x19 = +ib.
e Die Gleichung x? — 2z + 5 = 0 ist dquivalent zu (z — 1)? = —22. Daher erhalten wir als
Losung
Tig=1%2i.

Die konjugiert komplexe Zahl

Die euklidische Norm ||Z|| € R, := {z € R|x > 0} eines Vektors

f:($>eR2
Yy

ist durch /22 + y? definiert.

Mit Hilfe der konjugiert komplexen Zahl
Zi=x—1y.

lasst sich der Wert 22 + y2 auch als Produkt von z und Z schreiben, da
2Z = (x +iy)(x — iy) = 2° +9°.

In der GauB3schen Zahlenebene wird die Konjugation einer komplexen Zahl durch Spiegelung
an der reellen Achse dargestellt:

imaginére Achse

¥y z=x+iy

X reelle Achse

Z=x—iy

Abbildung 2.3 Die konjugiert komplexe Zahl

Ist Im(z) = 0,0 gilt Z = z.
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Rechenregeln fiir die Konjugation
Seien z, 21, 29 € C. Dann gilt

e Z=12,

® 2+ 2 =71+,

® 2129 = 2_12_2

Der Betrag einer komplexen Zahl
Unter dem Betrag einer Zahl z € C versteht man die Grofle
|z| = V2zZ = a2 + 2.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist daher mit dem euklidischen Abstand des Punktes z vom
Nullpunkt in der Gauf3schen Zahlenebene identisch.

Fiir alle z € C gilt |Z| = |z|.

Der Betrag einer komplexen Zahl
e Sei z € C. Es gilt stets |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
e Dreiecksungleichung: |z, + 23| < |z1| + | 22| fiir alle 2, 25 € C.

o |z129| = |21||2o] fiir alle 21, 2o € C.

Anmerkung: Es ldsst sich auch zeigen, dass
‘21 — 22’ Z | ’Zl| — ’22’ | fiir alle 21,22 € C
gilt.

Mit Hilfe des Betrages, konnen wir auch den euklidischen Abstand dist(z;, z3) zweier Punkte
21, 75 € C der komplexen Zahlenebene definieren:

dist(z1, z2) = |22 — 21] .
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Sei 2y € C ein fester Punkt in der komplexen Zahlenebene und € R’ := {z € R|x > 0}.

e Die Punktmenge
{ze€C||z— 2] <r}
ist die Kreisscheibe (ohne Rand) mit Radius » um den Punkt z,.

e Die Punktmenge
{z€Cl|z—2z| =71}

ist die Kreislinie mit Radius  um den Punkt z,.

imaginére Achse

reelle Achse

Abbildung 2.4 FEine Kreislinie in der
komplexen Ebene

Die Polarkoordinaten (r,p) € R% x R sind gegeben durch die kartesischen Koordinaten
(z,y) € R?\{0} mittels

(z,y) = (rcosp,rsiny).
Dabei gilt
r=\/x%+y>.

Die GroBe ¢ gibt den Winkel zwischen der positiven z-Achse und dem Strahl von 0 durch (z, y)
an.

Betrachten wir statt der Ebene R? die komplexe Ebene, so erhalten wir
z = |z|(cosp + isin ),

wobei auch der Ursprung z = 0 zugelassen ist.
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Anmerkung zu Winkelmaf3en
Fiir Winkel in Bogenma@ gilt:
b
p =
,

Ist b = 27tr, so gilt p = 27r.
180°
—

Somit gilt 360° = 27 rad und 1 rad =
Fiir z # 0 ist der Winkel ¢ durch die Angabe der kartesischen Koordinaten eindeutig bestimmt.

Dieser Winkel wird als Argument von z bezeichnet. Wir schreiben

p=argz.

Um den Winkel ¢ eindeutig zu bestimmen, wird iiblicherweise vorausgesetzt, dass

0<p<2m oder —m<ep<m.

Darstellung der Multiplikation in der komplexen Zahlenebene

Sei z,w € C*:= {2z € C|z# 0} = C\{0} und arg z = ¢, argw = 1. Dann erhalten wir, mit
Hilfe der Additionstheoreme (Abschnitt 2.3) der trigonometrischen Funktionen,

wz = |w| - |z|(cos ) + isin)(cos ¢ + isin )
= [w] - [2|(cos(¢ + ¢) + isin(y +¢)) .
Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen werden

e die Betrige multipliziert und

e die Argumente addiert.
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Ist w € C* fest, so ist die Abbildung
f:C—=C, z—wz

eine Drehstreckung und, im Falle von |w| = 1, eine Drehung.

A

imaginére Achse W

»
reelle Achse

Abbildung 2.5 Multiplikation in C

Das hinsichtlich der Multiplikation inverse Element von 2z # 0 ist

1 1
P m(x —1y) = WE: —(cosp —isiny).

Daher gilt fiir die Division von w € C* durch z € C*

%: ||w7||(cos¢—|—isinw)(cosg0—iSiHSO)
= %(cos(w — ) +isin(y — ¢)).

Anmerkung: Dabei verwenden wir Symmetrieeigenschaften und Additionstheoreme (Abschnitt
2.3) der trigonometrischen Funktionen sin und cos, die in folgendem Abschnitt vorgestellt wer-
den.
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2.3 Die Exponentialfunktion und Trigonometrische Funktionen

Die Exponentialfunktion in R, und analog in C, wird mit Hilfe einer (absolut konvergenten)
Reihe, der Exponentialreihe

x _.n
exp: R —R, xHexp(m):Z%
n=0 ’

definiert.

Damit lésst sich zeigen, dass
exp(z +y) = exp(x) exp(y) firz,y € R

und mit Hilfe dieser Funktionalgleichung wiederum, dass
exp(z) >0 firx e R,

exp(—z) = (exp(z))~! firz € R

und
exp(n) = e" firn € Z.

Die Exponentialfunktion in C ist gegeben durch

[ee]

exp: C — C, zHeXp(z):Z

n=0

Z’ﬂ

n!’

Die Exponentialfunktion exp ist in C stetig.

Ferner gilt

e die Funktionalgleichung

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(zq) fiir alle 21,29 € C,

e die Eigenschaft exp(z) # 0 fiiralle z € C

e und exp(z) = exp(z) fiiralle z € C.
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Die Definition der Exponentialfunktion zur Basis a 1dsst sich, wenn wir uns auf reelle Werte von
a beschrinken, sehr einfach verallgemeinern. Ist der Definitionsbereich der Funktion R, so ist
a” folgendermalen erklért:.

Definition: Sei a € R?,.. Dann ist die Exponentialfunktion zur Basis a definiert durch
a®*:R— R, z— a” :=exp(zlna).

Entsprechend ist die Funktion a* fiir a € R? auf dem Definitionsbereich C erklirt:

Definition: Sei a € R?,.. Dann ist die Exponentialfunktion zur Basis a definiert durch
a:C—C, z+—a” :=exp(zlna).

Anmerkung: Auf die Verallgemeinerung von a” fiir a € C* wird hier verzichtet.

Fiir alle x € R gilt

da

zz|2 — ezxeix — iTplT — T 60 —-1.

Wir konnen daher €' als Punkt des Einheitskreises in der komplexen Ebene darstellen:

imagindre Achse

. ix
/ N
‘ >
reelle Achse
i

Abbildung 2.6 Die Zahl ¢ als Punkt am Einheitskreis

-1
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Mit Hilfe der Definition

cosw = Re(e™) und sinx := Im(e™)
folgt unmittelbar die Eulersche Formel

e = cosx +isinz.

Die Variable z kann als (orientierte) Linge des Bogens e¢*, t € [0, z] bzw. t € [z, 0], verstanden
werden.

Zudem lassen sich folgende Gleichungen herleiten:
1= |e"]? = e ez = . e = (cosx + isinw)(cosz — isinz) = cos® x + sin’ z,

cos(—x) = Re(e™™) = Re(ei*) = Re(e™) = cos,

sin(—z) = Im(e™**) = Im(e¥) = —Im(e"") = —sina
und
cosx = 5(6” +e ™) und sinz = Q—i(e” —e ),
A
imaginare Achse s
-
sin x [ /
) . _

I
gosx reelle Achse
/.
=€

Abbildung 2.7 Die Winkelfunktionen cos und sin

Mit Hilfe der Eulerschen Formel und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten
wir eine einfache Herleitung folgender Additionstheoreme :

cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny firallex € R,

sin(x 4+ y) = sinx cosy + cosxsiny fiir alle z € R.
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Begriindung: Gemil der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gilt
ez’(x+y) _ eixeiy’

und umgeformt, mittels der Eulerschen Formel,
cos(z +y) + isin(z +y) = (cosz + isinx)(cosy + isiny)

= (coszcosy — sinxsiny) + i(sinx cosy + cos rsiny) .

40
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2.4 Die Moivresche Formel

Jede Zahl z € C* lisst sich eindeutig schreiben als
z = |z]e" = |z|(cos p + isin @) mit ¢ € [0,27).
Selbstverstdndlich konnen wir auch andere halboffene reelle Intervalle der Lange 27 wihlen.
Schreiben wir zwei komplexe Zahlen w und z folgendermafen in Polarkoordinaten:
w = |w|e™ und z = |z|e"?,
so lasst sich deren Produkt sehr einfach ausdriicken als
wz = |wl||z|e¥+e).
Demnach und nach der Funktionalgleichung gilt

(") = ™ fiirallen € Z.

So erhalten wir die Moivresche Formel

(cos 4 isin )" = cos(ny) + isin(ny) firallen € Z.
Damit ldsst sich 2" folgendermallen schreiben:

2" = |z|"e™ = |z|"(cos(ny) + isin(ny)) .

Die Formel von Abraham de Moivre gestattet eine einfache Herleitung der Darstellung von
cos(ny) und sin(ny), mit n > 1, als Polynom in cos ¢ und sin ¢, indem Real- und Imaginérteil
getrennt betrachtet werden.

Beispielsweise erhalten wir
cos(3¢) = cos® ¢ — 3 cospsin? ¢
und
sin(3¢) = 3cos? @sinp — sin® .
Der Term
(cosp +ising)" mitn € N

lasst sich auch allgemein mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes umformen.
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Der Binomische Lehrsatz und Binomialkoeffizienten

Fiir n € N definieren wir n! (n Fakultdt) folgendermal3en:

n

n!::Hi:1~2'...~(n—1)~n.

i=1
Zusatzlich sei
ol.=1.

Fiir n, k € No, wobei n > k, ist der Binomialkoeffizient (})
(gesprochen n iiber k) folgendermallen definiert:

n\ n! n-(n—1)-...-(n—k+1)
(k;) "kl —k) 1-2-..-k

Ist n < k, so setzen wir (Z) = 0.

Beispiel: Die Anzahl 6-elementiger Teilmengen einer Menge von 49 Elementen betragt

= 13983 816.

49\ 49 -48-47-46-45 - 44
6/) 1-2-3-4-5-6

Binomischer Lehrsatz: Sei x,y € R und n € Ny. Dann gilt
n __ . n n—k_ k
(x+y) —Z (k>:c y".
k=0
Demnach gilt beispielsweise
(z+y)’=1,
(z+y) =z+y,
(z+y)* =a® + 22y + ¢,
(x+19)* =2 + 327y + 329° +9°

und

(x +1y)* = 2* + 42y + 62%y* + doy® + y*.

42
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Die jeweiligen Koeffizienten lassen sich in dem sog. Pascalschen Dreieck anordnen:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Wie aus der Gleichung

(-2

hervorgeht, ist jede Zahl im Inneren des Dreiecks die Summe der beiden unmittelbar iiber ihr
stehenden Zahlen.
Nach dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir

(cosp +ising)" = Z i (Z) cos" *-sinfp firallen € N.
k=0

Mit der Formel von Moivre folgt, durch Vergleich der Realteile:

cos(np) = cos" @ — (;l) cos" 2 - sin? ¢
+ (Z) cos" * - sint p — (Z) cos" O -sin® o+ ...

Entsprechend folgt, durch Vergleich der Imaginirteile:

sin(ng) = ncos" ' ¢ - sinp — (g) cos" 3 - sin® ¢
+ (Z) cos" 0 @ - sin® p — (Z) cos" T -sin” @+ ...
Beispiel

Nach dieser Regel erhalten wir wieder
cos(3¢) = cos® ¢ — 3 cospsin? ¢
und

sin(3¢) = 3 cos? @sinp — sin® .
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2.5 Die Wurzelfunktion

n-te Einheitswurzeln: Sein € N mit n > 2. Dann hat die Gleichung
2" =1

genau n Losungen in C. Diese sind

2k
G = Cfn) = exp(i—ﬁ) mitk=0,1,...n—1.
n

imaginare Achse

Abbildung 2.8 Die fiinften Eineitswurzeln

Seiz € C,a € C*und n € N mitn > 2. Unter diesen Voraussetzungen suchen wir Losungen
der Gleichung

"=aq.

Ista =1 und
21
Cn) 1= eXP(Z;%
so sind die n-ten Wurzeln von a die Zahlen

n—1
]-7 C(n)7 ) C(n) ’

wie oben beschrieben wurde.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall mit a = |a|e’#. Dann lassen sich die n-ten Wurzeln (.
von z folgendermallen schreiben:

G = V|a|exp(—=(¢ + 2km)) mitk=0,1,....n—1.

]
n
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Sei z € C, p,q € R und die Diskriminante D = (£)* — ¢ < 0. Dann sind die Losungen der
quadratische Gleichung

P2 4pr+q=0
gegeben durch

P .
212 = —§:|: ’D‘Z

Das quadratische Polynom
p(z) = 2" +pz+g

hat daher keine Nullstellen in R, jedoch zwei Nullstellen in C. In C l4sst sich das Polynom p(z)
als Produkt von Linearfaktoren darstellen:

p(z) = (2=2)- (2 = 2).

Anmerkung: Ist p = 0, so konnen wir die Nullstellen des Polynoms unmittelbar, mit obiger
Formel fiir die Wurzelberechnung, angeben.
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2.6 Der Fundamentalsatz der Algebra

Die Gleichung
2" —a=0, mitz € C,a € C*,

lasst sich auch als Aufgabe, die Nullstellen des Polynoms
p(z)=2"—a

zu finden, verstehen.

Beispielsweise erhalten wir die Nullstellen (x, £ = 0, 1,2, 3, von
A 44=0

mittels

G =2 exp(%(w +2km)), k=0,1,2,3.

Fiir
G=1+i,G=-1+i,G=—-1—i,(=1—i
gilt
A= (2= 0)(z — Q)= =~ @) (=~ G),
wobei
=20, =0
Die Terme
(2= Co)(z = C3) = 22 — 22 + 2
und

(z=C)(z—G) =22 +22+2

lassen sich in R nicht faktorisieren.

46

Um quadratische Polynome in Linearfaktoren zu zerlegen, gibt es einfache Verfahren. Nun stellt
sich die Frage, ob sich Polynome auch allgemein in Linearfaktoren zerlegen lassen, wenn der

Zahlenkorper C vorausgesetzt wird.
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Allgemein sind Polynome in C folgendermafen definiert:
Seia,, € C,m =0,1,...,n,und a, # 0. Dann ist
p:C—=C, 2=p(2)=ag+a1z+ ...+ ap_12" "+ a,2"

ein Polynom vom Grade n.

Wir schreiben

e p(z) € C[z], wenn die Koeffizienten des Polynoms p
komplexe Zahlen und

e p(2) € R[z], wenn die Koeffizienten des Polynoms p
reelle Zahlen sind.
Ein Polynom p(z) € C|[z] heifit komplexes Polynom und ein Polynom p(z) € R]z] reelles

Polynom.

Sei pi(z) € C[z] ein Polynom des Grades m € Nund z, z; € C mit z # z;. Dann ist der Rest
der Division von p,,(z) durch (z — z1) gleich p,(z1), d. h.:

Pn(z) = (2 = 21)Pn-1(2) + pPal21) -
Ist p,(2) ohne Rest durch (z — z;)¥, jedoch nicht durch (z — 2;)**? teilbar, so ist 2 eine k-fache
Nulistelle des Polynoms p,(z).

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat mindestens eine
Nullstelle in C.
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Faktorisierungssatz: Das Polynom
p:C—C, 2 p(2) =ay+a1z+ ... +a,_ 12" "+ ap2",
mit a,, € C,m =0,1,....,nund a, # 0,

lasst sich eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) als Produkt
p(z) =an(z—21)™ (2 —22)™ o (2 — 2)™

schreiben. Dabei sind zq, ..., 2. € C paarweise verschiedene Nullstellen, deren jeweilige Viel-
fachheit my, mo, ...,m, € Nund m; +ms + ... + m, = n.

Das Polynom p(z) € C[z] zerfillt also vollstindig in Linearfaktoren.
Fiir Polynome p(z) € R[] gilt

p(2) = p(%).

Daher ist mit jeder Nullstelle z; auch z; eine Nullstelle.
Ferner ist

(z—2)(z—=)
ein reelles quadratisches Polynom.

Daraus folgt, dass sich jedes Polynom p(z) € R[z] vom Grade n > 1, eindeutig (bis auf die
Reihenfolge) als Produkt reeller Linearfaktoren und reeller quadratischer Polynome darstellen
lésst.

Das Horner-Schema

Ein Polynom der Form

n
p(z) = Z a2 =agz" +a12" V. +a,
k=0

lasst sich auch folgendermaBen schreiben

p(z) = ((...((apz + a1)z + az)z + ...)2 + an_1)z + a, .
Mittels

Co 1= Qo
und

¢ =ci1z+a; fire=1,...,n
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steht uns ein iteratives Verfahren, mit ¢, = p(z), zur Berechnung von Polynomwerten zu
Verfiigung, das weniger Rechenschritte benotigt als die Berechnung nach der urspriinglichen
Polynomdarstellung. Legen wir folgende Schreibweise des Polynoms zugrunde

p(2) = ap2" +an 12"+ a2t +ag,

SO setzen wir

Cn i= Gy
und

Ci—1:=a;_1+ by firi=nn-—1,...,1,
wobei

bi_1:=c¢ -z firi=n,n-—1,...,1.
Weiterhin gilt

co = p(2).

Dieses iterative Verfahren zur Bestimmung von p(z) fiir einen festen Wert z = z, lésst sich
auch in Form einer Tabelle darstellen:

Qp Ap—1 | Ap—2 | ... Qo
O - bn bn,1 bn,Q bo
Ch =0p | Cp—1 | Cp—2 | ... | Co = p(ZO)

Ein Polynom p,,(z) lisst sich folgendermalien schreiben:

Pn(2) = (2 — 20)Pn-1(2) + Pn(20) -

Die Werte p,,(z) und die Koeffizienten des Polynoms p,,_; stehen in der dritten Zeile des
Horner-Schemas zur Berechnung von p(zp).

Beispiel: Berechnung von p(—2) fiir

p(z) = 2* — 22° — 672 + 8z + 252.

Horner-Schema

1 [—2[-67] 8 252
0 | —2[ 8 [118] —252
1 [ —4| =59 126 | 0=p(—2)
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AuBerdem erhalten wir

p(z) = 2* —22° — 672 + 8z + 252 = (v + 2) - (z° — 42® — 59z + 126) .

Erweitertes Horner-Schema

Sei x, zy € R mit x # xy. Der Grenzwert des Differenzenquotienten

Pn(T) = pu(wo)

= Pn-1 (37 )
fiir v — x existiert. Daher ist p,, im Punkt x, differenzierbar und es gilt

pn(x) - Pn(xo)
T—x0 xr — Xo

= Pn-1(20) -
Berechnung von p(—2) und p/(—2) fiir

p(z) = 2* — 22° — 6727 + 8z + 252.
Wir erhalten

P@) =P=2) g2 sen 1126
x+2

Erweitertes Horner-Schema

1|-2|-67| 8 252
0 | —=2] 8 |118| —252
1 | —4| -39 | 126 0
0 |—-2| 12 | 94

1 | =6 | —47 | 220

Daher gilt
p(—2) =0 und p'(—2) = 220.

Polynomdivision mit Hilfe des Horner-Schemas

Sind die Nullstellen bekannt, so lassen sich die Koeffizenten der auftretenden Polynome dem
Horner-Schema entnehmen.

Beispiel: Das Polynom
p(z) = 2* — 22° — 672% + 8z + 252
hat Nullstellen in

Ty = —2,1’2 = 9,$3 = —71111(:11’4 =2.
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Wir erhalten
T = —2 1 | —2|—-67 8 252
0 | -2 8 118 | —252
T =9 1 | —4|-59| 126 0
0 9 45 | —126
r3=—7 1 5 | —14 0
0 |=7] 14
Ty =2 1 | -2 0
0 2
1 0

Demnach gilt
p(z) = 2* —22° — 672 + 8z + 252 = (z + 2) - (2* — 42® — 592 — 126)

=(x+2)-(z—9) (2* + 52 — 14)
=@x+2)-(z=9)-(z+7) (z—2).
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2.7 Anwendungen
2.7.1 Komplexe Darstellung harmonischer Schwingungen

Harmonische Schwingungen geniigen der Differentialgleichung
2" (t) + w?z(t) = 0.
Die allgemeine Losung unserer Bewegungsgleichung hat folgende Form:
x(t) = ¢ - sin(wt) + o - cos(wt) .
Andere Darstellungen der allgemeinen Losung lauten
z(t) = A - sin(wt + )
und
z(t) = A - cos(wt + o) .
In der Ortsfunktion z(t) = A - cos(wt + o) bezeichnet

e A € R, die Amplitude, d. h. die maximale Auslenkung aus der Ruhelage, und

e ¢, den Nullphasenwinkel.

Die Ortsfunktion lisst sich als Realteil von
2(t) = AetWteo) —. 4 et
darstellen. Die Amplitude
20 = Ae'°

ist hierbei komplex.

52
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Es ist auch eine praktische Darstellung von cos und sin mit Hilfe des Einheitskreises moglich:

glx)=cos(x)  r(yx)=sin(x)

f(x)=sin(x)
%

g(x)=cos(x)

Abbildung 2.9 Die Funktionen sin und cos und der Einheitskreis

Entsprechend konnen wir e**#0 als Punkt des Einheitskreises in der komplexen Ebene
darstellen:

-
»

Im(z)

Z(t):ei(tul,ﬂ;“)

sinlw¢,+ @) //

-1 L/ 1

>

Re(z)

-

cos(wt,+@))

Abbildung 2.10 Die Funktion ¢*(“*+#0) und der Einheitskreis
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2.7.2 Addition harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz

Gegeben seien zwei harmonische Schwingungen gleicher Richtung und gleicher Frequenz:
y1(t) = Aj sin(wt + 1)
und

yo(t) = Agsin(wt + o).

Die Resultierende beider Schwingungen ist gegeben durch
y(t) = y1(t) + y2(t) = (A5 cos g + Ag cos ) sin(wt) + (A; sin oy + Ay sin ap) cos(wt) .
Wir suchen zwei Konstanten A und «, so dass
Ajcosay + Aycosay = Acosa und Ajsinag + Ay sinay = Asino.

Diese sind gegeben durch

A= \/A% + Ag + 2A1A2 COS(OCQ — Oél)

und

Apsinay + Assin ap

tana = .
Ajcosag + As cosas

Damit kénnen wir y(¢) auch folgendermaBen schreiben:
y(t) = Acosasin(wt) + Asin acos(wt) = Asin(wt + «) .

Andererseits lassen sich die beiden Gleichungen zur Bestimmung von A und « auch zu einer
Gleichung in C zusammenfassen:

Aj(cosay +isinay) + Ax(cosag + isinay) = A(cos a + isin )
Mit Hilfe der Eulerschen Formel

e = cosa + isina
erhalten wir

Are'™t 4 Axe'™? = Ae" =: 2.
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Setzen wir
201 = Aje® und 202 = Age?

so nimmt die vorangegangene Gleichung die einfache Form
20,1 + 202 = 20

an.

Die Addition zweier komplexer Zahlen lédsst sich auch in einem Zeigerdiagramm veranschauli-
chen:

Im(z)

ity

X, Ntx, ooy Re(z)
Abbildung 2.11 Zeigerdiagramm und Addition komplexer Zahlen

Die Addition sinusformiger Schwingungen verschiedener Amplitude und Phase, aber gleicher
Frequenz lasst sich mit Hilfe von Zeigerdarstellungen sehr einfach durchfiihren:

h(t)=r(t)+gl(t)

70 flt)=4,sin(01+¢,) 7
DS/

¥ ,
\‘ >\ b ‘; /,/\ \\\\\ // /
X N\S /T \ N/ \

g(/):/l:coslmlﬂ}”)

Abbildung 2.12 Addition sinusformiger Schwingungen, Teil I



TH Niirnberg 56

Wie das folgende Diagramm zeigt, ist die Amplitude der resultierenden Schwingung nicht not-
wendigerweise grofler als die der einzelnen Schwingungen.

A

g(t)=4,sin(wr+a,) w(e)=1f(1)+g()

3 Fl@)=A,sin(0r+a,)

T4 2 0 2 4 3 =
ot

Abbildung 2.13 Addition sinusformiger Schwingungen, Teil 11

Die Funktion
2(t) = Ae'WH) — it
geniigt der Differentialgleichung
() +w2(t) = 0.

Sowohl deren Real- als auch deren Imaginérteil reprdsentieren harmonische Schwingungen.
Beispielsweise gilt

y(t) = Im(2(t)) = Im(z0e™") = A - Im(e™®e™!) = A - Im(e@HH)

= Asin(wt + ) .

Beispiel: Die Funktion
y(t) = sin(wt) + cos(wt)
lasst sich mit Hilfe des Additionstheorems
sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3
umformen zu

y(t) = Asin(wt + @) ,
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wobei g = T und A = /2 sind.

Andererseits konnen wir A und ¢ auch mittels z(¢) € C bestimmen. Hierzu betrachten wir die
Funktionen

und deren Summe
2(t) = 21(t) + z(t) = 20e™".
Die komplexe Amplitude z; ldsst sich folgendermallen darstellen:
20:14-61% :1—0—2':\/5'61%.
Hieraus folgt
A=V2, p="1
4
und

y(t) = sin(wt) + cos(wt) = v/2 - sin(wt + %) :
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2.8 Ubungaufgaben: Komplexe Zahlen

Aufgabe 1
Geben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form z = x + ¢y an:

a) 2=(342)+(5—"7Ti), b) 2=0B—-0)(5-"Ti), ¢) z=(V3+i)(=3+/31),

d) z:(\/ﬁ—Qi)?, e) 2 =+/—4, f) 2 =7+ 2i,
5 — 10z —2—-5
- 2 - ) ) h - ’ i — )
g) z=(3+2i)(5—Ti) ) 2 ST i) 2 Yy
D=5y
Aufgabe 2
Sei

21:—4i, 22:3—2i, 23:—1+i.
Berechnen Sie
a) 21 — 229 + 323,

b) 221 'Z_27

21 23
c) )

Z3

Aufgabe 3
Stellen Sie folgende komplexe Zahlen z in der Form = + iy, mit z, y € R, dar und skizzieren
sie diese jeweils:

1
5—4i’
1—1

a)
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Aufgabe 4

59

Berechnen Sie die Polarkoordinaten der folgenden komplexen Zahlen und stellen Sie diese

komplexen Zahlen in der GauB3schen Zahlenebene dar:

a) 4—1, b) —3—-2i, ¢) =5+ 4,

d) 3i, e) —/3, f) —1 — /84,
_— . . L 3=
g) —3+4i, h) i(3+1i), 1) =
1 1 1+
' k 1
Dyt Moy Vaioe
1—i
1+0)4
m) T n) (1+1)
Aufgabe 5

Stellen Sie die komplexen Zahlen z mit folgenden Eigenschaften in der Form z = x + iy, mit

x, y € R, dar:
a) |z| =2, arg(z) =,
7r
) [¢ = V3, arg(z) = ©.

2m
c) |z| =4, arg(z) = 3

Aufgabe 6
Skizzieren Sie folgende Punktmengen:

a) {z€C|0< Re(z) <2}, b) {zeC|Im(z) = Re(2)},

c) {zeC||z| <2},

e) {z€C|§ <arg(z) <7}, ) {z€C|F <arg(z) <, |z| =1},

g) {ze@\{o}|§:1}, h) {zeClz z>4}.
Aufgabe 7
Berechnen Sie folgende Potenzen:
1 1
a) %0, b) (5V2+ V20", o) (-1+V3i)",
1

d) (

I~
(\]

d) {z € C|arg(z) = %},

(1_2-))25, e) (%\/__%ﬁi)looo’ f) (—1—\/§i)12.
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Aufgabe 8
Bestimmen Sie alle Losungen von

21 = 8vV2(1 +14)

in C und skizzieren Sie diese in der GauBBschen Zahlenebene.

Aufgabe 9
Bestimmen Sie Realteil und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen z und skizzieren Sie
z in der GauB3schen Zahlenebene:

a) Vi, b) V1+1, c) V-32,
d) V3+V27i, e {/16(1++3i), ) VI,
g V-3++27i, h) {’/16(—1—\/52’).

Aufgabe 10
Fiir welche Parameterwerte ¢ € R hat die Gleichung

322 +6tr —3t+18=0

keine reellen Losungen?

Aufgabe 11
Berechnen Sie

2 32
a) (\/gﬂ.) :
1
T+
142
4—(2+1)2

b) Im(

c) Re( ),

d) |e*| mit z = 6¢'5 .

Aufgabe 12
Bestimmen Sie den Realteil und den Imaginérteil der komplexen Zahl

(1+V3-i)!

(i (144)%)
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Aufgabe 13
Berechnen Sie in C alle Losungen der Gleichungen

a) 23 —a?+4r—-4=0,
b) 7* —222-3=0,
¢) 322 +pr+3=0.

Geben Sie fiir c) die Parameterwerte fiir p € R, die zu nicht-reellen Lésungen fiihren, an und
bestimmen Sie die Losung fiir p = 5.

Aufgabe 14
a) Geben Sie die Losungsmenge I. C C folgender Gleichung an:
174+19¢ 65 —57 642+ 28i

2 — 2 + 2+2 2244

b) Geben Sie die Losungsmenge L. C R folgender Gleichung an:

Vidz+ivi—2z Vi—-z+iV1+z
Vitr—iv/1l—-a2 V1—-z—iVl+ax

=1 mtzeR und -1 <z <1.

Aufgabe 15
Berechnen Sie die Werte des Polynoms

q(z) = —2® 4+ 52% + 8z — 12

an den Stellen z = —1 und z = 1 mit Hilfe des Horner-Schemas und schreiben Sie das Polynom
als Produkt von Linearfaktoren.

Aufgabe 16
Bestimmen Sie das Polynom fiinften Grades mit reellen Koeffizienten,

p(2) = as2” + asz" + a32® + a22” + a1z + ag,

welches eine doppelte Nullstellen bei z = —2, einfache Nullstellen bei 2 = 2 und z = 3 + 2:
besitzt und der Bedingung p(3) = 3 geniigt.
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Aufgabe 17
Stellen Sie die Summe folgender harmonischer Schwingungen w;(t) in der Form

u(t) = Asin(wt + @)
dar.

a) Gegeben sei
. . 5T
uy(t) = sin(mt), us(t) = 2sin(wt + €> .

b) Gegeben sei

uy(t) =sint, ug(t) = —cost.

Aufgabe 18
Gegeben sind die Schwingungen

uy (t) = 3cos(2t), uy(t) = V/3sin(2t + %) , us(t) = V/3sin(2t + %W) :

Berechnen Sie die Uberlagerung u(t) = w1 (t) + u(t) + us(t) mit Hilfe komplexer Rechnung
und geben Sie Thr Ergebnis in der folgenden Form an:

u(t) = Asin(wt + @),

wobei A > 0, w und ¢ explizit anzugeben sind.

Aufgabe 19
Geben Sie die folgende Uberlagerung von Schwingungen als Cosinusfunktion an:

u(t) = cos(wt) — 2 cos(wt + %) + cos(wt + g) :

Aufgabe 20
Bestimmen Sie folgende Punktmengen und skizzieren Sie diese:

a) {zeCl|lz—i| =|z+1|},
b) {zeC||z—i| =2|z+1]}.
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3 Lineare Algebra

In diesem Abschnitt befassen wir uns vorwiegend mit der Losung linearer Gleichungssysteme.

3.1 Vektoren

Werden Vektoren auf eine geometrische Art vorgestellt, so geschieht dies zumeist mittels der
Vektoraddition und der Multiplikation mit einer Zahl (skalare Multiplikation).

Mxty)

Abbildung 3.1 Vektoraddition und skalare Multiplikation

Mit K bezeichnen wir hier die Kérper R und C.

Ein Vektorraum V' iiber dem Korper K wird definiert durch folgende Bedingungen:
l. (z+y)+z=x+(y+2) firallez,y,z€V
2. z4+y=y+ux firallex,ycV

3. Es gibt ein Element 0 € V, so dass

r+0=x furallex €V

o

. Zu jedem x € V gibt es ein Element —x € V' mit
r+(—x)=0

5. Mpx) = M)z firalle \,p e K,z eV

6. lr =2 firallez eV

7. Mz +y) =+ Ay firalle A e K, z,y € V

8. AN+ p)z= N+ px firalle \,p e K,z € V.
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Beispiel: V = R?

Ist auf einem reellen Vektorraum V' ein inneres Produkt oder Skalarprodukt (.,

ist durch
x| == /(x,2) firz eV
die durch das Skalarprodukt induzierte Norm des Vektors x definiert.
Das Skalarprodukt ist definiert durch die folgenden Bedingungen:
x,y) furallex,y € V

x,xy >0 firallex € V

{
{
(x,2) =0 & =0
(Ax,y) = Nax,y) firalle A e R,z,y € V
{

r+y,z) = (x,2) + (y,z2) firallez,y,z € V.

Beispiel: Durch

(z,y) = 2191 + Toys + x3ys fiiralle z,y € R?
ist im Vektorraum R? ein Skalarprodukt gegeben.
Es gilt

(@, y) = [lz|[llyll cos ¢

x

Abbildung 3.2 Skalarprodukt

Sind z und y zueinander orthogonal, so gilt daher (z,y) = 0.

64

.) definiert, so
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Das Vektorprodukt oder dufleres Produkt x x y zweier Vektoren x,y € R? ist folgendermafen
definiert:

(i) Sind die Vektoren z, y linear abhingig, so gilt

xxy=0.

(ii) Sind die Vektoren x, y linear unabhiingig, so ist  x y € R? durch folgende Bedingungen
eindeutig bestimmt:

(r xy,x)= (v xy,y) =0
|z x y[| = ||lz||[Jy]| sin¢

Die Einheitsvektoren zu (x,y, x X y) und das (positiv orientierte)
Koordinatensystem (e,, e, e,) unterscheiden sich allenfalls durch Drehungen.

Anmerkung

Der Flidcheninhalt A des abgebildeten Parallelogramms ist

A= lz|- b= llz|llyllsine = [z xy.

Abbildung 3.3 Flicheninhalt eines Parallelogramms

Fiir v = (vy,v9,v3) € R>und w = (wy,wq,v3) € R? ist das Vektorprodukt v x w definiert
durch

VXW = (’UQU)g — W3V, VW1 — V1W3, V1Wo — v2w1) .
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Lineare Unabhdingigkeit

Ein r-Tupel (vy, ...., v,) von Vektoren v;, i = 1, ..., r, eines Vektorraumes V iiber einem Korper
K heif3t

e linear abhdngig, wenn sich einer der Vektoren als Linearkombination der anderen dar-
stellen ldsst und

e [inear unabhdngig, wenn aus
)\11)1 + ...+ )\rvr = O, )\1, ceey )\7» S K,

die Eigenschaft

folgt. In diesem Fall lédsst sich der Nullvektor demnach nur trivial aus den Vektoren v;,
t =1, ..., r, linear kombinieren.

Die Menge aller Linearkombinationen von v; € V, 1 = 1,...,r, heilt lineare Hiille von
(v1, ..., v,) und wird mit L(vy, ..., v,) bezeichnet.

Sei V' ein Vektorraum iiber K und v; € V, i = 1,...,n. Dann heifit das n-Tupel (vy, ..., v,)
Basis von V', wenn (vy, ..., v,) linear unabhingig und L(vy, ...,v,) = V ist. Man nennt n die
Dimension von V.

Ein r-Tupel (v1, ..., v,) € K" wird als orthonormal oder Orthonormalsystem bezeichnet, wenn
1 fiir 1=y
<UZ',UJ'> == 5ij = ‘ ‘

0 fir i#j.

Entsprechend wird eine Orthonormalbasis eines Vektorraumes erklért.
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3.2 Lineare Gleichungssysteme und der GauB-Algorithmus

Der GauB3-Algorithmus bietet ein Verfahren zur Umwandlung eines linearen Gleichungssystems
Ax =1

in eine Form
Az =1,

wobei die unterhalb der Hauptdiagonalen der Matrix A’ stehenden Elemente gleich Null sind.

3.2.1 Einfiihrung des GauB-Algorithmus

Bei linearen Gleichungssystemen sind mehrere lineare Gleichungen gegeben, die gleichzeitig
erfiillt sein sollen.

Beispiel zur Anwendung des Gauf3-Algorithmus

20 — 2y =0 @D
204+ 2y — 2 = —4z (1D
—y—x—z=-—1 (I

Die zweite Gleichung sollte umgeformt werden zu

20+ 2y + 42 =2.

Wenn wir nun die dritte Gleichung mit 2 multiplizieren, so folgt
2 — 2y =0 @

20 + 2y 4+ 4z = 2 II)
—2r —2y—2z= -2 (IlI).

Mit (II)-(I) und (III)+(I) erhalten wir

20 — 2y =0 4))
4y +4z =2 (1)
—4y — 22z = -2 ().
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In Matrix-Schreibweise formulieren wir das folgendermal3en:

2-20 x 0
0 4 y | = 2
0—4-2 z -2

Mit (IT)+(III) ergibt sich eine Dreiecksform der Matrix:

220\ [z 0
044)[y]=]|2
002/ \z 0

Aus Gleichung (IIT) erhalten wir
z2=0.

Damit folgt aus Gleichung (IT)
dy+4-0=2

und somit

y:?

SchlieBlich erhalten wir nach Gleichung (I)

1
20 —2-—=0
o 2
und damit
1
T=—.
2

Die Losung des Gleichungssystems lautet also z = %, Y= % und z = 0.

68

Man hitte auch versuchen konnen, das Gleichungssystem von einer Dreiecksform in Diagonal-

Sform umzuwandeln.

Wir formen folgendes Gleichungssystem weiter um:

220\ [z 0
044)[y]=]2
002/ \z 0
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Beispielsweise ldsst sich Gleichung (II) durch 2 teilen und dann Gleichung (III) davon abziehen.
Das ergibt

2-20 x 0
020 y| =11
00 2 z 0

Wenn wir nun Gleichung (II) zu Gleichung (I) addieren, erhalten wir

200\ /= 1
020y | =11
002/ \z 0

Dann teilen wir alle Gleichungen durch 2. Das ergibt

1
100\ [= 2
010y ] =]3
001/ \=2 0

3.2.2 Grundlagen des Gauf}-Algorithmus

Folgende Aquivalenzumformungen sind im GauB-Algorithmus erlaubt:
e Vertauschen zweier Zeilen,
e Multiplikation einer Zeile mit A € K : X\ # 0,
e Addition oder Subtraktion eines beliebigen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Diese Umformungen hei3en elementare Zeilenumformungen.

Der GauB3-Algorithmus dient dazu, die Koeffizientenmatrix so umzuwandeln, dass sie die Form
einer oberen Dreiecksmatrix besitzt.

Der GauB3-Jordan-Algorithmus ist eine Variante des Gauf3-Algorithmus. Durch dessen Anwen-
dung soll die Koeffizientenmatrix die Form einer Diagonalmatrix annehmen.
Beispiel zur Umwandlung in eine obere Dreiecksmatrix

Gesucht ist die Losung des Gleichungssystems

8 42 1 ) 5
11-11 x| ]2
4211 z | |3
7310/ \ay 7
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Geschrieben als erweiterte Koeffizientenmatrix lautet es

8 42 1|5
1-11-1{-2
421113
73107

Nach Vertauschung der ersten beiden Zeilen ergibt sich

1-11-1{-2
8§ 42115
421 1|3
73107

Die erste Zeile nutzen wir nun zu folgender Umformung der Zeilen 2 bis 4:

1-11 —-1|-2
012 -6 9 |21
06 -3 5|11
010 =6 7 |21

Ersetzen wir Zeile 2 durch ein Sechstel dieser Zeile, so erhalten wir

1-11 —1{-2

02 -13|1
06 —3 5|11
010 =6 7|21

Mit Hilfe der zweiten Zeile ergibt sich

1-11 —1|-2
3|7

02 -1 31
1 |1
00 0 513
7
00—1—%5

und somit

1-11 —-1|/-2
1 3|7
01 =5 5|1
7

00 1 %—5
00 0 11

Demnach lautet die Losung

ZL‘1:2,I‘2:—1,1’3:—4,ZB4:1.

70
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3.2.3 Unlosbare und unterbestimmte lineare Gleichungssysteme

Unlosbare lineare Gleichungssysteme
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
2e+y=3 (I

4o 4+ 2y =12 (II).

Diese Gleichungen lassen sich folgendermaB3en umformen:

y=—2x+3

1
y:§(—4x—|—12):—2x—|—6.

y=-2x+3 0\,
y=-2x+6

Abbildung 3.4 Parallele Geraden

Wenn wir (II) durch (II)-2(I) ersetzen, so erhalten wir
2r+y=3
0=6.

Unterbestimmte lineare Gleichungssysteme

Sei beispielsweise fiir zwei Variablen nur eine Gleichung gegeben:
r—y=3.

Alle Punkte, die auf der Geraden liegen, bilden die Losungsmenge dieser Gleichung. Es gibt
also unendlich viele Losungen.
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Es kann aber auch unendlich viele Losungen geben, wenn man genauso viele Gleichungen wie
Variablen hat, wie das folgende Beispiel zeigt:

r—y=3 )]

—3xr+3y=-9 D).

Die zweite Gleichung ist ein Vielfaches der ersten. Beide Gleichungen beschreiben die gleiche
Gerade.

Ersetzen wir (II) durch (II)+3(I), so erhalten wir
rT—y=3
0=0.

Die Losungsmenge ist
L={(z,y) € R?|z =3 +ymity € R}.

Lineare Gleichungssysteme mit weniger nicht-trivialen Gleichungen als Variablen hei3en
unterbestimmte Gleichungssysteme.

Beispiel
Gesucht ist die Losungsmenge des Gleichungssystems

2+ 4y 4+ 62 = 8
dr +6y+ 72 =38
9z 4+ 10y + 11z = 12.

In Matrixschreibweise heif3t das

24 6 T 8
56 7 y| =1 8
91011 z 12

Wir verwenden nun den GauB3-Algorithmus.
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Mit (1), (ID-3(1) und (I1)-2(1) erhalten wir

12 3 x 4
0—-4 -8 y | =1 —12
0—-8—16 z —24

Nun betrachten wir —}l(II) und —%(IH). Damit ist

123 T 4

012 y |l =13

012 z 3
Mit (II1)-(IT) folgt

123 T 4

012 yl=13

000 z 0

Betrachten wir nun Gleichung (II) und (I). So erhalten wir:
y=3—2z

und
r+2-(3—22)+32=4.

Dabher ist die Losungsmenge

L={(z,y,2) €R*|z=—-2+zundy = 3 — 2z mit z € R}.

73
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Gleichungssysteme mit reellen Parametern

Es sei folgendes Gleichungssystem gegeben:

112 T 1
4212 y | =110
14 a z b

Mit (I1)-4(T) und (II)~(T) erhalten wir

11 2 T 1
0-2 4 v =1 6
0 (a—2) z b—1

Nun ersetzen wir (II) durch —%(H):

11 2 x 1
01 -2 y| = -3
03 (a—2) z b—1

Ersetzen wir (III) durch (IIT)-3(II), so folgt

11 2 T 1
01 -2 y|l=1 -3
00 (a+4) 2 b+38

Was lisst sich nun zur Losbarkeit des Gleichungssystems sagen?
(1) Fiir a # —4 gibt es eine eindeutige Losung.

(2) Fir a = —4 und b = —8 ist das Gleichungssystem (einfach) unterbestimmt. Es gibt
unendlich viele Losungen.

(3) Fiira = —4 und b # —8 ist das Gleichungssystem unlsbar.



TH Niirnberg

Fiir Fall (1) gilt

- b+ 8
a+4

b+8

=-34+2z2=-3+2
Y + 2z +a+4

r=1—-y—22=143-2z—-2z2=4—-42=4-4

Fiir Fall (2) gilt
11 2 x 1
01 -2 y|l=1|-3
00 0 z 0
und daher
y=—3+2z
und

r=1—y—22=4—-4z.

Die Losungsmenge ist daher

75

b+ 8
a+4

L={(z,y,2) €ER*|z=4—4zund y = —3 + 2z mit 2 € R} .



TH Niirnberg 76

3.2.4 Allgemeine lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem 146t sich folgendermalen darstellen:
Axr =b,

wobei die Koeffizientenmatrix A durch

a11 a2 a3 Q1n

Q21 Ag22 Q23 Q2n
A=

Am1 Am2 Am3 Amn

gegeben ist und a;; € K sei.

Wir schreiben fiir die Menge solcher Matrizen M (m x n, K).
Der Vektor x ist definiert durch

T
)

Tn

und der Vektor b durch

Sind alle b; = 0, so heiBit das Gleichungssystem homogen, ansonsten inhomogen.
Die Elemente a;; heien Hauptdiagonalelemente.

Anmerkung: Ein homogenes Gleichungssystem ist immer 19sbar, nimlich durch die Nulllosung.
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Losungskriterien

Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) ist definiert durch

11 Q12 Q13 A1y | b1

Q21 Q22 Q23 gy, | b2
(A[b) =

Am1 Am2 Am3 Amn bm

Rang einer Matrix

Der Rang g A einer Matrix A € M (m x n,K) ist gleich
e der Maximalzahl linear unabhingiger Spalten und
e der Maximalzahl linear unabhingiger Zeilen.

Neben den oben genannten elementaren Zeilenumformungen, existieren analog erklirte ele-
mentare Spaltenumformungen. Zusammenfassend werden diese als elementare Umformungen
bezeichnet.

Der Rang einer Matrix wird durch elementare Umformungen nicht veridndert.
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Beispiel zur Bestimmung des Ranges einer Matrix

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, diirfen wir elementare Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen verwenden. Es gilt

1 =2-30 1-2-30 1-2-30
rgl 2 3 8 7 |=rg|l 07 14 7 |=rg|l01 2 1
-1 1 1 -1 0—-1-2-1 0—-1-2-1
1-2-30
=rg|l 01 2 1| =2
00 00
Losungskriterien

Sei A € M(m x n,K) und
Ax =b.
Demnach ist n € N die Anzahl der Variablen x;.

Ist

e rgA=rg(Alb) =n,
dann ist das lineare Gleichungssystem eindeutig losbar,

o rgA=rg(Alb) <n,
dann ist das lineare Gleichungssystem [dsbar und unterbestimmt,

o rg A #rg(Ab),
dann ist das lineare Gleichungssystem unlosbar.

Beispiel

Gegeben sei

111 2 0
A=|111 und by = 2 |, b= | 3
111 2 0

Gesucht sind die jeweiligen Losungsmengen von
Al‘:bl und AZL’ZbQ

Wihrend im ersten Fall alle x1, 29,23 € R : 7 4+ 29 + 23 = 2 das Gleichungssystem l6sen,
existiert im zweiten Fall keine Losung.
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Um die obigen Losungskriterien anzwenden, bestimmen wir nun g A und rg (A|b;) sowie
rg (A|by). Es gilt

111 111
rgA=rg | 111 =rg 1000 ] =1.
111 000

Fiir den jeweiligen Rang der beiden erweiterten Koeffizientenmatrizen erhalten wir

1112 1112
rg(Alby)=rg | 1112 | =rg {0000 | =1
1112 000|0
und
1110 111]0

rg(Alby) =rg [ 1113 | =rg {0003 | =2.
111]0 000]0
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3.3 Matrizenrechnung

Wir betrachten Matrizen mit Koeffizienten a;; € K, wobei unter K der Korper R oder C ver-
standen wird.

Statt
ail; aiz Aais A1n
Q21 Qg2 (23 A2n,
A=
Am1 QGm2 Am3 Amn

kOnnen wir auch

A = (a;;) € M(m x n,K)
schreiben.
Addition und Multiplikation von Matrizen
Addition und skalare Multiplikation von Matrizen werden elementweise durchgefiihrt.
Definition: Seien (a;;), (bi;) € M(m x n,K) und A € K. Dann wird
(ai;) + (bij) == (ai; + bij) € M(m x n,K)
und
Aagj) = (Aa;j) € M(m x n,K)
gesetzt.

Definition: Seien A = (a;,) € M(r x m,K) und B = (b;) € M(m x n,K). Dann wird das
Produkt C' := AB € M(r x n,K) mit

durch

m
Cij = E it brj
k=1

definiert.
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Der Koeffizient ¢;; wird demnach bestimmt, indem

e die Eintrdge der i-ten Zeile von A mit den Eintrdgen der j-ten Spalte von B fiir die jeweils
festen Werte von & multipliziert

e und diese dann fiir £k = 1 bis k¥ = m summiert werden.
So gilt beispielsweise fiir ¢15

m
Cl2 = E a15bp2 = a11b12 + a12bag + a13b32 + ... 4+ A1mbye -
k=1

Beispiel zur Matrizenmultiplikation

12 ‘ 87\ (1-8+2-6 1-7+2-5\ (20 17
34 65) \3-84+4-6 3-T+4-5) \48 41
Anmerkung: Um das Produkt AB zu bilden, muss, wie oben vorausgesetzt, die Anzahl der

Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B iibereinstimmen. Auch wenn, AB definiert ist,
muss daher B A nicht notwendigerweise existieren.

Die Matrizenmultiplikation
e ist assoziativ, d. h. es gilt
(AB)C = A(BC),
e ist, hinsichtlich der Addition, distributiv, d. h.
AB+C)=AB+ AC und (A+ B)C = AC + BC'.

Die Matrizenmultiplikation

e ist nicht kommutativ, d. h. es existieren Matrizen A, B, so dass

AB # BA,
e nicht nullteilerfrei, d. h. es existieren Matrizen A # 0 und B # 0, so dass
AB=0.
Beispiel
Fiir
(@) o3
gilt

AB =0 und BA # AB.
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Beispiel zur Matrizenmultiplikation

Die relative Anzahl der Kunden dreier Unternehmen A, B und C wird iiber zwei Jahre beobach-
tet, wobei auch die "Wanderungsbewegung” der Kunden zwischen den Unternehmen untersucht
wird.

Jeder Kunde lésst sich in dem Zeitraum eindeutig einem der drei Unternehmen zuordnen. Zu
Beginn des ersten Jahres werden

e 55% der Kunden als Kunden des Unternehmens A,
e 35% als Kunden des Unternehmens B und
o 10% als Kunden des Unternehmens C'

bezeichnet.

Bei zusitzlich gegebenem Wechselverhalten, ist nach der relativen Anzahl der Kunden der drei
Unternehmen zum Ende des zweiten Jahres gefragt.
Am Ende des ersten Jahres zeigt sich folgendes Wechselverhalten:

von
A | B |C

nach
A 0,81 0,110,3
B 0,110,710,2
C 0,110,210,5

und am Ende des zweiten Jahres:

von

A | B C
nach
A 06102101
B 0,1]0610,1
C 031]10,210,8

Der jeweilige Anteil am Ende des ersten Jahres lédsst sich beispielsweise mittels

0,8 0,1 0,3 0,55
0,1 0,7 0,2 0,35
0,1 0,2 0,5 0,10

berechnen.

So ergibt sich beispielsweise fiir Unternehmen A zum Ende des ersten Jahres ein Anteil von

0,8-0,55+0,1-0,35+0,3-0,10 =0,505.
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Zum Ende des zweiten Jahres betragen die Anteile

0,6 0,2 0,1 0,8 0,1 0,3 0,55 0, 3845
0,1 0,6 0,1 |-[0,10702]-10,35]=10,2600
0,3 0,2 0,8 0,1 0,2 0,5 0,10 0, 3555

Y Y

Dabei ist das Produkt assoziativ, so dass das Produkt der beiden Matrizen angewandt auf den
” Anteilsvektor” zum gleichen Ergebnis fiihrt, wie die jahresweise Berechnung der Anteile.
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3.4 Determinanten

Eine Matrix A € M (n x n,K) ldsst sich schreiben als

ail aiz ais A1n

a1 A2z Q23 Q2n,
A=

Ap1 Ap2 An3 Apn

Bezeichnen wir die einzelnen Zeilen durch die Vektoren

Q5 1= (aila Ai2, A3, ..., Gm) )

so konnen wir A folgendermafBlen umformulieren:

a1
a2
A=
Qn
Die Abbildung

det : M(n xn,K) - K
heilit Determinante, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

e Die Abbildung det ist linear in jeder Zeile, d. h. fir A € M(n x n,K)

—und a; = a, +a,miti =1, ..., n, gilt

det | a; | =det | a; | +det | a

- und a; = Aa}, mit A € K, gilt

det | a; | =A-det | a]

84
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e Die Abbildung det ist alternierend, d. h. wird A durch Vertauschen zweier Zeilen in A’
verwandelt, so gilt

det A/ = —det A.

e Ist ¥ = Ild € M(n x n,K) die Einheitsmatrix

100 ... 0
010 ... 0
E= ,
000 1
so gilt
det E=1.
Statt
a11 a12 Q1
921 A22 Ao,
det
Ap1 Ap2 Qpn

schreiben wir auch

a11 Q12 Q1n
a921 A292 QAon,

An1 An2 e Ann
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Sei A € M(n xn,K) — K.
e Fiirn =1und A = (a) gilt

det(a) = a.
e Firn = 2 gilt

ail aiz

= 11022 — Q12021 -
a21 A2

e Firn = 3 gilt

a11 Q12 A13
a21 A2z A23
a31 a3z A3z

= (11022033 — (11023032 — A12021033 + A12023031 + A13021032 — A13A22031 -
Regel von Sarrus

Sei A € M(3 x 3,K) — K. Nach der Regel von Sarrus erhalten wir die oben genannte Formel
mittels der Anordnung

a3 a32 a33 a3 a32

und der Konvention, die Produkte ldngs der drei Diagonalen von links oben nach rechts unten
mit positivem Vorzeichen und die Produkte von links unten nach rechts oben mit negativem
Vorzeichen zu versehen.

Beispiel

132
421[=1-2-2+43-1-342-4-1—(3-2-2+41-1-1+2-4-3)=—16.
312
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Laplacescher Entwicklungssatz

Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile: Ist n > 2und A € M (n x n,K), so gilt
det A = Z(—l)i“aij det A;; firallei=1,...,n.
j=1

Dabei bezeichnet A;; die Matrix, die aus A entsteht, wenn die i-te Zeile und die j-te Spalte
weggelassen werden.

Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte: Istn > 2und A € M (n x n,K), so gilt
det A = Z(—l)i“aij det A;; firallej=1,...n.
i=1

Beispiel

Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz lasst sich

012 012
det | 321 | =321
110 110

folgendermallen berechnen:

012
321 —O-’

21’_1¢31
110

Lo [32
10 10

11

=0-(=1)=1-(=1)+2-1=3.
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Sei

ay
a2

A=\~ € M(n x n;K).

Qn
Die Determinante
det : M(n xn,K) - K
hat folgende Eigenschaften:
e Fiir jedes A\ € K gilt
det(A-A) = \"-det A.

e Gibt es eine Zeile ¢ mit a; = (0, ..., 0), so gilt

det A=0.

e Entsteht A’ durch Vertauschung zweier Zeilen aus A, so gilt

det A/ = —det A.

e Ist A € K und entsteht A’ durch Addition von A\a; = (Aaj1, ..., Aajy,) zu a; mit i # j, so

gilt
det A’ =det A.
e Es gilt
det A=0

genau dann, wenn die Zeilenvektoren a4, ..., a,, linear abhédngig sind.

e Ist A eine obere Dreiecksmatrix, d. h.

a1 a12 QA1n
0 929 QAon
A= :
0 O eee Qpn
so gilt

detA=aj ... apy .
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Ist A € M(n x n,K), so ist das das lineare Gleichungssystem
Ar =b
genau dann eindeutig losbar, wenn

det A#0.

Ist A = (ai;) € M(m x n,K), so heibt A* = (a};) € M(n x m,K), mit aj; := a;;, die zu A
transponierte Matrix.

Beispiele
123 147
A=|456|, A'=[258],
789 369
14
5= (128). - 23
36

Fir A € M(n x n,K) gilt
det A' = det A.

Fir A, B € M(n x n,K) gilt
det AB =det A-detB.

Cramersche Regel

Sei A € M(n x n,K) mitdet A # 0, b € K" und = € K" die eindeutig bestimmte Losung des
linearen Gleichungssystems

A-x=0b.

Unter a', ..., a™ verstehen wir die Spaltenvektoren von A. Dann gilt

_det(al,...,a" " b a" L a”)

det A

i
Beispiel
Gesucht ist die Losung des linearen Gleichungssystems

Ax =10
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mit
110 1
A=1011)] und b= |1
321

Wir erhalten
det A =2

und, nach der Cramerschen Regel,

1110 1110
x1:§111:—1, zo=-=1011
021 301
und
1 111
903:5 011|=-1.
320

=2

90
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3.5 Inversion von Matrizen
Gilt fiir A € M(n x n,K), dass det A # 0, so ist A invertierbar. Dann gilt fiir die zu A inverse
Matrix A=1
det A™' = (det A)'.
Eine invertierbare Matrix wir auch als reguldr bezeichnet.
Sind A, B, E € M(n x n,K), wobei
1

so ist B genau dann die zu A inverse Matrix A~ wenn
AB=BA=F
gilt.
Gilt fir A, B,C € M(n x n,K)
AB=C,
so gilt auch
A'B=C",
wenn (A, C') durch elementare Zeilenumformungen in (A’, C") umgewandelt wird.

Wird dabei (4, E) in (E, C") verwandelt, so ist ' = A~L.

Beispiel

Fir A € M(4 x 4,R), mit

1 0 11

1 1 21
A= 0 -1 01

1 0 0 2

betrachten wir

1 0 11/1 000
1 1 21/0100
0 -1 010010
1 0 02|000°1



92

TH Niirnberg

und formen (A, £) folgendermafien um:

o [. Schritt

1000
-1 100

1

1

1 10
0 -1

0
0

11 0010
-1 001

0
0-11

e 2. Schritt

1000
-1 100
-1 110

-1 001

1

1

0
1

0

1
0
0

10
11

00 —-11

e 3. Schritt

2 -1 -10

0

00

1

0 0 -10

010 -1

1
0

0
0

0
0

1

1

o 4. Schritt

N
—
en
%)
]
O HIN HIN ho)
! g
™ =N AN M
L S :
S —
— AN N | m
—~le
| W O o “ e
N o m — N
_ | A _ | —N —|
X —
o o o = _ N =N~
N
o o —~ o nMa o = o
o - o o ° | !
o= ~—
- o o o =
2 Il
4 B
S |
& <
£
A
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Fiir A € M(n x n,K) kann auch folgendes Verfahren zur Matrizeninversion genutzt werden:
Ist A € M(n x n,K) und det A # 0, so gilt

A_l = (det A)_l(bij) mit bij = (—]_)H_j det Aﬂ

Beispiele
e Fiirn = 3 gilt

det All —det A21 det A31
(bU) = —det Alg det A22 —det A32
det A13 —det A23 det A33

Mit
321
A=1102
413
erhalten wir
det A=5,
02 12 10
detA11: 13 :—2,detA12:'43':—5,detA13:‘41‘:1,
21 31 32
detAglz 13 :5,detA22:‘43‘:5,detA23:'41':—5,
21 31 32
detA31: 02 :4,detA32:‘12‘:5,detAggz‘lo':—Q

und demnach

1 det AH —det A21 det A31
A_l = (det A)_l (bl]) = g —det A12 det A22 —det A32
det A13 —det Agg det A33

—2 -5 4
——(5 5 -5
P15 2

e Firn = 2 gilt

Q22 —0A12
( J) ( —Q21 a1 )
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3.6 Basisvektoren und lineare Abbildungen

Basiswechsel und lineare Koordinatentransformationen

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K, v; € V, i = 1,...,n, und A = (v, va, ..., Uy)
eine Basis von V. Ist x € V, so heiBlen die eindeutig bestimmten Koeffizienten z; € K,
1 =1, ...,n, der Darstellung

xr = Z €T;U;
i=1
die Koordinaten von x beziiglich A. Abgekiirzt wird auch x = (1, x9, ...., x,) 4 geschrieben.

Dabei heiit x = (21, x, ...., ¥, ) 4 der Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis A.

Eine lineare Koordinatentransformation von einer Basis A = (vq, vg, ..., v,,) Zu einer anderen
Basis B = (wy, wo, ..., wy,), w; € V, i =1,...,n, des Vektorraumes V" lésst sich als

n
w; = E AipVk, 1 =1,2,...,mn,
k=1

mit a;;, € K, schreiben. Dann erhalten wir, fiir z € V mit

T = (mlyx% ""axn).A = (£17j27 ""7xn)Ba

die Transformationsformeln

n
T = E aiki‘i, k:1,2,...,n.

i=1

Demnach kénnen wir, mit A = (a;) € M(n x n,K), auch

T T

I VORI e

7, o
schreiben.

Sei
() =2" -y =21 + ... +T0Yn, T,y €ER".

Bilden die Spaltenvektoren oder die Zeilenvektoren von A € M (n x n,R) eine Orthonormal-
basis von R" beziiglich dieses Skalarproduktes, so gilt

(Av, Aw) = (v,w) firalle v,w € R"
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und A wird als orthogonale Matrix, kurz A € O(n), bezeichnet. Fiir orthogonale Matrizen gilt
AtA=F, A t=A
und

|det A| =1.

Ist A € O(2), so gibt es ein ¢ € [0, 27), so dass entweder

A CoS(p —sin e
~ \sing cosy

oder

A [cosy sin ¢
~ \ sinp —cosp
gilt. Im ersten Fall wird die Abbildung A als Drehung, im zweiten Fall als Spiegelung bezeich-

net. Wir konnen die Multiplikation einer Drehmatrix mit einem Vektor als Drehung des Vektors
auffassen oder, mit umgekehrten Drehsinn, als Drehung des Koordinatensystems.

Betrachten wir nun, statt VV = R?, den R?, so stellt sich bei einer Drehung die Frage, um welche
Achse diese ausgefiihrt werden soll. Beispielsweise wird durch

1 0 0
A= | 0cosyp —singp
0 siny cosyp

eine Drehung um die x-Achse beschrieben.

Lineare Abbildungen und Matrizen
Seien V und W Vektorrdume iiber K der Dimension n bzw. m. Die jeweiligen Basen seien
A = (v1,v9,...,v,) und B = (wy, v, ..., w,, ). Dann gibt es zu einer linearen Abbildung

F:V =W
eindeutig bestimmte a,; € K, ¢ =1,...,m, j = 1, ..., n, so dass

F(Uj) = ai;wi + ...+ A j Wy, -
Die durch

Mg (F) := (ai;)
erklirte Matrix M (F) wird als die lineare Abbildung F beziiglich der Basen A und B darstel-
lende Matrix bezeichnet. Es zeigt sich dabei, dass die Spaltenvektoren von My (F) die Koordi-
natenvektoren der Bilder der Basisvektoren vy, ..., v, sind.

Im Falle V = W und A = B schreiben wir abkiirzend
Mp(F) := Mg\(F).
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3.7 Eigenwertprobleme

Sei A € M(n x n,K)und A € K. Der Eigenraum E, = E)(A) von A beziiglich ) ist durch
Ey:=Kem (A—-\Id) :={veK"|(A-\Id)v=0}
definiert. Es gilt demnach

Eyx={veK"| Av = \v}.

Ein Element A € K heifit Eigenwert einer Matrix A € M (n x n,K), wenn es ein v € K"\ {0},
mit

Av =M

gibt. Dann heit v Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Beispiel
Gegeben sei die Matrix
01
1=(15)-

Dann ist

- ()

ein Eigenvektor zum Eigenwert A; = 1 und

(4

ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = —1. Es sind auch

pr-vr und g - g,

mit pq, o € K\{0}, Eigenvektoren zu A\; bzw. \,. Die jeweiligen Eigenrdume sind

Bu=to=n(1))

B =to=n( )

mit p, v € K.

und
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Das charakteristische Polynom

Das lineare Gleichungssystem
(A= Xd)v=0

hat genau dann nichttriviale Losungen, wenn
rg(A—MNd) <n

ist. Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn
det(A — \Id) =0

ist.

Fiir das charakteristische Polynom
pa(N) = det(A — \Id)

gilt
pa(N) = ag+ ai A + ...+ a, \",

mit A € K, a; € Kund a,, # 0.

Beispiel

Das charakteristische Polynom der Matrix

(1)

lautet

1—-X 2

pA(A):det( 0 1_A> = (1- M)

Demnach sind die Eigenwerte

Ao =1.

Die zugehorigen Eigenvektoren x sind Losungen von

12
(01)~v—1~v.

97
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Somit erhalten wir
1 )
U—,u(o) mit ¢ € R\{0} .

Anmerkung: Es muss keine reellen Eigenwerte geben, wie beispielsweise die Bestimmung des
charakteristischen Polynoms von

0-1
=)
zeigt. Hier erhalten wir

p(A) = det(A — AE) = det (? j) =\ +1.

Beispiel

Das charakteristische Polynom der Matrix

01 -1
A= 1 0 1
-11 0
lautet
A1 -1
p(A) =det(A—AE)=det | 1 —X 1
-1 1 =X

Der Wert der Determinante wird nicht verdndert, wenn wir zu einem Zeilenvektor das Vielfache
eines anderen Zeilenvektors addieren. Daher gilt

-1 -1 “A+11-X0 “A+1 1—-A 0
det 1 =21 = det 1 -2 1 = det 0 “A+11-=X
-1 1 =\ -1 1 =) -1 1 -
= (A+D(A+ D) =1 =X) = (1=))°
=—(1-X)* (\+2).

Die Eigenwerte sind demnach

)\1,2:17)\3:_2
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und die zugehorigen Eigenvektoren

1 0
vig=p (1| +v | 1], mtpuveR:v,#0,
0 1
und
1

vg=p | —1 |, mitpue R\{0}.
1

99
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3.8 Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Zwei Matrizen A, A" € M (n x n,K) werden als éhnlich bezeichnet, wenn es eine invertierbare
Matrix C' € M (n x n, K) gibt, so dass

A =CtAC
gilt. Ist A einer Diagonalmatrix A’ dhnlich, so wird A diagonalisierbar genannt. Dabei wird
eine Matrix (a;;) € M(n x n,K) als Diagonalmatrix bezeichnet, wenn a;; = 0, fiir i # j. Ist
A hingegen einer oberen Dreicksmatrix dhnlich, so wird A trigonalisierbar genannt.
Wir verwenden als lineare Abbildung F' nun

A K" — K".
Dann kann die Zuordnung von A’ zu A im Rahmen eines Basiswechsel betrachtet werden.
Dabei wird eine Matrix C' gesucht, so dass

Mg (F) = C ' Mg(F)C

eine Diagonalmatrix ist. Folglich muss 5’ aus Eigenvektoren von F' bestehen. Dann sind die
Spalten der Matrix C' die Koordinatenvektoren dieser Eigenvektoren beziiglich der Basis 15’

Geometrische und algebraische Vielfachheit

(i) Sei FE), = E,,(A) der Eigenraum von A € M(n x n,K) beziiglich \; € K. Dann
bezeichnet dim E, die geometrische Vielfachheit von \;.

(ii) Die Anzahl des Auftretens der Linearfaktoren (A — ;) im charakteristischen Polynom
wird als algebraische Vielfachheit der Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms be-
zeichnet.

Zerfillt das charakteristische Polynom vollstdndig in Linearfaktoren und ist fiir alle Eigenwerte
die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit, so die Matrix diagonali-
sierbar.

Ist die Matrix A € M (n x n,K) diagonalisierbar und hat die Eigenwerte Ay, ..., ., so gilt
A1

A

Mp (F) =
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.,
wobei die Eigenwerte \; jeweils n;,-mal auftreten und ) | n; = n ist.
=1

Weiterhin gilt:

(i) Sei A € M(n x n,K) mit Eigenwerten Ay, ..., A\, und Ey, = E),(A), i = 1,...,7. Dann
ist A genau dann diagonalisierbar, wenn

i=1

(i) Hat A € M(n x n,K) Eigenwerte \y,...., A\, € K, mit \; # \; fiir ¢ # j, so ist das
n-Tupel (v1, ..., v,) der zugehorigen Eigenvektoren linear unabhéngig und A ist diagona-
lisierbar.

(iii) Ist A = (a;;) € M(n x n,R) symmetrisch, d. h. gilt a;; = a;; oder, anders ausgedriickt,
A = A', soist A diagonalisierbar.

Zudem haben dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom und die gleichen Eigen-
werte.

Sind A1, Ao, ..., A\, die Eigenwerte von A € M (n x n,K), so gilt

und

Hauptachsentransformation

Fiir symmetrische Matrizen A € M (n x n,R) existiert eine Matrix C' € O(n), so dass
A = C'AC

eine Diagonalmatrix ist.

Sei A € M(n x n,R) symmetrisch und v = (21,22, ....., yn)", w = (Y1, Y2, ..., yn)". Bei der
Hauptachsentransformation quadratischer Formen soll ein Term

v Av,
mittels C' € O(n) und

v=:Cuw,
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auf die Form

MyE A+ Aays + o+ Ay
transformiert werden. Zumal

v Av = w' (C'AC)w

besteht dabei die Aufgabe darin, eine orthogonale Matrix C' zu finden, so dass C*AC eine
Diagonalmatrix ist.

In diesem Zusammenhang werden die Eigenvektoren auch Hauptachsen (der quadratischen
Form) und die Abbildung

A CTAC
Hauptachsentransformation genannt.

Als Spalten von C werden die Vektoren eines Orthonormalsystems von Eigenvektoren (vy, ...., vy,)
von A verwendet.

Beispiel
Die Matrix

1 V30
A= V3 -10
0 0 3

ist symmetrisch. Da

1-X V3 0
det(A—AE)=det | v/3 —1—X 0
0 0 3-=A

— (3 \)det (1\;; _l\/i)
=B =M1 =N1+X) =3)=B=N)(—(1-1)=3)
= (3 A4+ D).

sind \; = 3, Ay = 2 und \3 = —2 die Eigenwerte. Fiir den zu \; zugehorigen Eigenvektor
betrachten wir

—24/3 010
V3 =400
0 0 0/0
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—2v/3 3 0/0
2v/3 =8 0[0
0 0 00

—24/30/0
0 —50[0
0 0 0]0

und erhalten

0

vi=p (0|, peR\{0}.
1

Fiir den zu A\, zugehorigen Eigenvektor betrachten wir

—1+/30/0
V3 =3 0[0
0 0 1/0

—/3 3 00
V3 =300
0 0 1[0

—1+/30/0
0 —50/0
0 0 1[0

und erhalten
V3

vp=p| 1 |, peR\{0}.
0

Fiir den zu \3 zugehorigen Eigenvektor betrachten wir

3 V300

V3 1 0[0
0 0 5|0

V310[0
0 00[0
0 01[0

und erhalten

w

1
vs=p | —v3 |, peR\{0}.

103
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Nun normieren wir diese Eigenvektoren v; so, dass |v;| = 1, und erhalten die orthogonale
Transformationsmatrix

10\/31
V:§01—\/§ ,
20 0

mit

30 0
VAV =(02 0
00 -2

Anwendung: Bestimmung der Haupttrigheitsmomente

Die kinetische Energie eines starren Korpers lédsst sich als

1 1
Ein = §m|v|2 +3 Z i witwy,

1<4,k<3

schreiben. Dabei ist v € R? die Translationsgeschwindigkeit des Schwerpunktes des starren
Korpers, m dessen Gesamtmasse, w € R? die Winkelgeschwindigkeit der Drehung des starren
Korpers, w;, © = 1,2, 3, dessen Komponenten und /;; die Komponenten der Trigheitstensor
jeweils hinsichtlich des gewéhlten orthogonalen Koordinatensystems.

Die Komponenten des Trdgheitstensors (I;;;) sind, bei kontinuierlicher Massenverteilung, fol-
gendermalen definiert:

Ly = /p- (|2[204 — zxp) Pz, i,k =1,2,3.

Dabei liegt der Nullpunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt, so dass z € R? der Abstand
vom Schwerpunkt ist.

Da der Tréagheitstensor eine reelle symmetrische Matrix ist, ldsst er sich diagonalisieren. Die
dabei erhaltenen Drehachsen heilen Haupttrigheitsachsen und die Diagonalelemente der Ma-
trix Haupttrdgheitsmomente. Wir bezeichnen diese als Iy, I und I3, wobei der Index 7 fiir die
Position 72 innerhalb der diagonalisierten Matrix steht. Die Rotationsenergie lésst sich so in der
Form

1
Erot = 5(]1&)% + ]ng + Igwg)

schreiben. Die Werte w;, i = 1,2, 3, sind dabei die Komponenten von w € R3 hinsichtlich der
jeweiligen Hauptachse.
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Lisst das charakteristische Polynom von A € M (n x n, K) die Linearfaktorzerlegung
paN) = A =A) oo (A= A,
mit A, Ay, ..., A\, € K, zu, so ist A trigonalisierbar. Das ist beispielsweise fiir K = C der Fall.

Eine Matrix J € M (r x r,K), 1 < r < n, wird Jordanmatrix (zum Eigenwert A\ € K) genannt,
wenn

Al
Al

Eine Matrix aus M (n x n, K) wird als Matrix in Jordanscher Normalform bezeichnet, wenn sie
die Gestalt

J1
0
0
Ji
mit Jordanmatrizen Jy, ...., J;, hat.

Jede Matrix in M (n x n, C) ist einer Matrix in Jordanform dhnlich.
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3.9 Ubungsaufgaben: Lineare Algebra

Aufgabe 1
Sei
2 1 1
a=|-1]1,b=|1])undc=1| O
1 2 1

a) Zeigen Sie, dass b und ¢ 'linear unabhéngig sind und einen zweidimensionalen Vektorraum
V' aufspannen.

b) Ista € V? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Koordinaten bzgl. der Basis {5, c}.

Aufgabe 2
Untersuchen Sie die folgenden Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit:

®

1 5 3
Gi=| 2| @=| 6|, a=|2
3 1 1

(ii)

(ii1)

(iv)
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Aufgabe 3
Sei
1 1 0
- 10 S |1 din — 1
a] = 1 , Qg = 0 unda as = 1
0 0 1
a) Sind die Vektoren linear unabhéngig?
3
b) Bestimmen Sie die Koordinaten von & = Z bzgl. des Orthonormalsystems
3

.- 1
(dy, da, d3) = (—=(1,0,1,0), —=(1,2, —1,0), ——(—2,2,2,3)).

(=}
s“}_k
—_

1
V2
Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrizen beziiglich der kanonischen Basis fiir folgende lineare
Abbildungen:

a)
[:R* = R?, (21, 20) = I(2) = (21 + 22,70 — 1),
b)
[:R® = R, (z1, 9, 13) = 1(1) = (=201 + 29 — T3, 1 — 209 + T3, —T1 + 29 — 273) .
Aufgabe 5

Ein Dreieck im zweidimensionalen Raum sei durch die Eckpunkte P; (0, —2), P(—2,1) und
P;(1,3) gegeben.

a) Das Dreieck soll an der Winkelhalbierenden y = x gespiegelt werden. Geben Sie die
Abbildungsmatrix bzgl. der Einheitsvektoren im R? an und fiihren Sie die Spiegelung
durch. Was sind die Eckpunkte des gespiegelten Dreiecks?

b) Das gespiegelte Dreieck soll nun noch um den Ursprung um 45° mit dem Uhrzeiger-
sinn gedreht werden. Geben Sie auch fiir diese Drehung die Abbildungsmatrix bzgl. der
Einheitsvektoren im R? an. Was sind die Eckpunkte des Dreiecks nach Spiegelung und
Drehung?

c) Geben Sie die Abbildungsmatrix an, mit der Spiegelung und Drehung gleichzeitig durch-
gefiihrt werden konnen.



TH Niirnberg 108

Aufgabe 6
Losen Sie folgende lineare Gleichungssysteme mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus:

a)

T —21‘2 +r3 = —1
To —X3 = 0

31’1 +Zo =5

b)
221 +5xy 4323 = 17
T —2513'2 —T3 = —1
3$1 +2JI3 = 8

c)
1 +2x9 +x3 +24= 0
233‘1 +To +3 +2LL’4 =0
T +21’2 —|—2.7)3 +x4 = 0
Ty +wre +r3 +x4= 0

Aufgabe 7

Bestimmen Sie ein Polynom, dessen Graph folgende Punkte enthilt:

Py(—1,2), P (=2, —11), Py(1,-2), P3(2,5) mity = az® + ba® + cx +d.

Aufgabe 8
Gegeben sind die Matrizen

0-10
A_<1 0 1)

cosy 0 sing
B = 0O 1 O
—sinp 0 cos e
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a) Welche der Matrizen-Produkte
AA, AB, AD, BD, DB, DD
sind definiert? Berechnen Sie diese.
b) Welche weiteren Produkte dieser Matrizen existieren?

c) Bestimmen Sie den Rang der Matrizen A, B, C' und D.

Aufgabe 9

Sei o, f € R. Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme mit Hilfe des
Gaul3-Verfahrens:

a)
o =ar +y +z
a =T tay +=z
l =2 +y +oaz
b)
2=z -y +=z
—4 = 2 + Bz
o =—x+2y +=z
c)
04 5 " 6
4 a
z 25
14 5 >
Aufgabe 10
Seien
100 31 4
A=111 0 und B=|01 -2
10 -1 120

Berechnen Sie die Inversen, falls die jeweiligen Matrizen regulér sind.
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Aufgabe 11
Zeigen Sie, mit Hilfe elementarer Zeilen- oder Spaltenumformungen, dass die Determinanten

der folgenden Matrizen verschwinden:

a)
4 68
A=\ 3 14
—240
b)
—-1102
2 435
B —1815
1 324
Aufgabe 12
Berechnen Sie folgende Determinanten:
a)
53103
04 2 4
det1 9203
52102
b)
5 0 103
00 214
detls 1105
5 0 102
c)
lab+c
det | 1bc+a
lca+d
Aufgabe 13
Welchen Rang haben die folgenden Matrizen?
20 0 ;:; _14 103
A=\|2-1-2], B= ,C=1-121|, mitceR.
2 6 —4
4 0c

00 —1 13 2
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Aufgabe 14
Bestimmen Sie fiir folgende Matrizen die reellen Eigenwerte und die zugehorigen
Eigenvektoren:

a)

111
111
111

b)

010
101
010

0101
1010
A= 0101
1010

d)

2 1 1
2 3 4
-1 -1-2

e)

622
271
217

5 —6 —6
A=\ -1 4 2
3 —6 —4

Berechnen Sie fiir Aufgabenteil f) auBerdem

3
det A und spA = Za“‘

i=1
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Aufgabe 15

Ist eine Diagonalisierung folgender Matrizen moglich? Geben Sie gegebenenfalls die Transfor-
mationsmatrix an. Fiihren Sie bei den Aufgabenteilen d), e) und f) ggf. eine Diagonalisierungs-
tranformation durch.

a)
11
EHE
b)
-7 -9
G
c)
-3 4
= (55)
d)
01 —1
A=(110 1 )
1-1 2
e)
-2 -8 —12
A= 1 4 4
0 0 1
Aufgabe 16

Es sei folgende lineare Abbildung / : R? — R?

1 Y\ T1+ X2
(132) — (yg) N (—21’1 +4$2)
gegeben. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix A der Abbildung [ bzgl. der kanonischen Basis
und der Basis

()G
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Aufgabe 17
Gegeben ist folgender Spannungstensor:
1 V30
Ta = \/g —-10
0 0 3

Bestimmen Sie die Hauptspannungen und die Hauptspannungsrichtungen.
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4 Differentialrechnung von Funktionen einer reellen Veriander-
lichen

4.1 Folgen und Reihen

Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbildung

nw— ay,

wobein € Ny ={0,1,2,3,...} odern € N={1,2,3,...} und a,, € R.
Die reelle Zahlenfolge ist daher eine Abbildung von Ny — R.

Man schreibt dafiir (a,),en, oder (ag, aj, ag, ...).

1
So wird beispielsweise durch die Abbildung n — — eine Folge (—=),cn definiert.

1
N vn
Beispiele fiir Zahlenfolgen
() a, = (—1)",n e Ng: (1,-1,1,-1,1, -1, ...)
(2) arithmetische Folge: a,, = a1 + (n—1)-d,n € N,d e R
(3) geometrische Folge: a,, = a1q" ', n € N, ¢ € R\{0,1}

)

(5) Seiag=1,a; =1und a, = a,—1 + a,_o flirn > 2.
Diese Folge (1,1,2,3,5,8,13,21, ...) heifit Folge der ”Fibonacci-Zahlen”.

@) a, = 2, n € Ny: (0,1,

wino
Y
(S

J ?

4.1.1 Konvergenz von Folgen

Definition: Sei (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heilit konvergent gegen a € R,
falls

zu jedem € > 0 ein N = N(e) € Ny existiert, so dass

la, —a| < efirallen > N.

Schreibweise: lim a,, = a
n—0o0

Die reelle Zahl a heiBt Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge (a,, )nen,-
Satz (Eindeutigkeit des Limes): Die Folge (a,)nen, besitzt hochstens einen Grenzwert.
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Beweis: Angenommen (a,, ),cn, konvergiere gegen a und @, wobei a # a. Wir setzen

la —
€:= :

2

Da lim a, = a gilt, existiert ein N € N, so dass

n—oo

la, —a| <€ firallen > N.

Da lim a, = a gilt, existiert ein N € N, so dass
n—oo

la, — | < e fiirallen > N .
Fiir n > max(N, N) erhalten wir nun

la —a| =|(a —a,) + (a, — a)| < la, —a|+ |a, —a|] <2e=|a—al.
Da das ein Widerspruch ist, muss die Annahme falsch sein.
Beispiele fiir konvergente Folgen

Die Folge (-3 )nen konvergiert:

Abbildung 4.1 Die Folge (n™2),,en

115
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1
Die Folge ((—1)"—),en konvergiert:
n

Abbildung 4.2 Die Folge ((—1)"n"),en

Die Folge (—=),en konvergiert:

1
Jn

18
16
14

12

08
0,6 @

04

02

Abbildung 4.3 Die Folge ((v/1) ™ !)nen

Beispiele zum Grenzwert

(1) Sei a,, = %, n € N. Die Folge lautet also

).

e e

11
n)n = 17_7_7
(an)nen = ( 53



TH Niirnberg 117

dazu e > 0 ein N(e) € N existiert, so dass

1 1
la, —a] == —0| = — < e furalle n > N(e).
n n

1
Hierzu muss lediglich N (e) > — gewihlt werden.
€

(2) Sei a,, =1 — =, n € N. Die Folge

123
(a/n)TLGN - (0 575717 )
konvergiert gegen 1, da
1 1
la, —a|=]1———1]=—
n n

und wir wie in (1) argumentieren konnen.

(3) Sei a, = 1+ &2 € N. Die Folge
323
n)n = 0_7_7_7'
(@nnen = (0,5, 5,5,..)
konvergiert gegen 1, da
1" 1
\an—a]:\1+( )—1\:—
n n

und wir wieder wie in (1) verfahren konnen.

(4) Sei a,, = =, n € N. Die Folge

fa
1 1 1
(an)nEN = (1, E, ﬁ7 ﬁ’ ) .

konvergiert gegen 0, da zu € > 0 ein N (¢) € N existiert, so dass

< e firallen > N(e).

lan —a] = | = — 0] = —
v U=

1
Hierzu muss lediglich N (e) > — gewihlt werden.
€
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Wenn die reelle Zahlenfolge gegen keine reelle Zahl konvergiert, dann wird sie divergent ge-
nannt.

Beispiele fiir divergente Folgen

Die Folge (n),cn divergiert, wie die nidchste Abbildung zeigt:

Abbildung 4.4 Die Folge (n),en

Die Folge (n?),cn divergiert:

60

Abbildung 4.5 Die Folge (n?),en

Definition: Eine Folge (a,)nen, reeller Zahlen heiit bestimmt divergent gegen +oo (bzw. —o00),
wenn es zu jedem K € Rein N € Ny gibt, so dass

a, > K (bzw. a, < K) firalle n > N.
Schreibweise: lim a,, = oo (bzw. lim a,, = —o0)
n—oo n—0o0

Statt bestimmt divergent sagt man auch uneigentlich konvergent.
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Die Folge ((—1)"),en divergiert:

Abbildung 4.6 Die Folge ((—1)")nen

Eine Zahl a heit Héufungspunkt einer Folge (a,)nen,, wenn es eine Teilfolge von (a,,) gibt,
die gegen a konvergiert.

Beispielsweise besitzt die Folge ((—1)"),en, die Haufungspunkte +1 und —1.
Definition: Sei (ay,,)nen, eine Folge und
Ny <ng <nsg<..
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heif3t die Folge
(Gny, ) keNy = (Anys Ang,y Ang,y -
Teilfolge der Folge (a,,)nen, -
Summe, Differenz, Produkt und Quotient konvergenter Folgen
Seien (a,)nen, und (b, )nen, konvergente Folgen mit

lim a, =:a und lim b, =: b,
n—oo n—r0o0

so konvergiert auch die Folge (¢, )nen, mit
Cp = Gy - by
und es gilt

lim ¢, = lim a, - lim b, =a-b.
n—o0 n—o0 n—o0

Entsprechende Regeln gelten fiir die Addition und Subtraktion.
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Seien (a,)nen, und (b, ),en, konvergente Folgen mit

lim a, =:a und lim b, =:b+#0,

n—oo n—oo

so existiert ein NV € N, so dass
b, # 0 firallen > N .
Sei

Cp = Gn firallen > N .

n

Dann konvergiert die Folge (¢, ),>xn und

lim a,
. n—o00
lim ¢, = — =—.
n—00 lim b, b
n—oo
Beispiele

e Fiir die Folge (a,)nen mit

4n? 4+ — 3
ay, =
2 +2

verwenden wir

lim i:0 fir alle £k € N.

n—oo nk

Da (ay)neny Summe, Differenz und Quotient (mit Nenner # 0) konvergenter Folgen ist,
konvergiert (ay, )nen-
Der Grenzwert ist

o g
Y a0 =7

e Gegeben sei eine Folge (ay,),>2 mit

n

I
H(l_ﬁ) firn > 2.

k=2
Es gilt
4=
Ty
und fiir n > 3:
an = ay (1 — i) s (n+1)(n—1)
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Demnach gilt

—1 2 32 1
nnj—lza"*lnn :._,:a2§:Z§:—fﬁrallen23.

a

Somit erhalten wir

In+1 1 1
— - — “(14 ) firallen > 3.
=5 2( +n) iir alle n > 3

Die Folge (a,,),>2 ist demnach konvergent und es gilt

. 1
lim a, = —.
n—00 2

Beschrdnkte Folgen

Bekanntlich ist jede konvergente Folge beschridnkt, d. h. es existiert eine obere und untere
Schranke. Zwar gilt die Umkehrung der Aussage nicht, doch finden wir folgende Aussagen:

e Jede beschrinkte monotone Folge (a,,),en, reeller Zahlen konvergiert.

— Ist (a, )nen, monoton wachsend und nach oben beschrinkt, so konvergiert die Folge.

— Ist (ay)nen, monoton fallend und nach unten beschrinkt, so konvergiert die Folge.

e Satz von Bolzano-Weierstraf3: Jede beschrinkte Folge (a,,)nen, reeller Zahlen besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beispiel zur Konvergenz einer monotonen beschrdnkten Folge

Die Folge

1 9 64
T4+ =) Vpen = (2,2, —, ...
(14 ) et = (2.7 5, )

ist monoton wachsend und nach oben beschridnkt. Demnach konvergiert die Folge. Ihr Grenz-
wert ist die Eulersche Zahl e = 2,71828.... Das lésst sich folgendermaBen, mit Hilfe des Ab-
leitungsbegriffs, zeigen: Es gilt

In'(z) = —,

und demnach

1
limn-In(14-)=1.
n

n—oo
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Mit
(14 )" = exp(n-In(1+ )
—)" =exp(n-In —
n P n
erhalten wir folglich

. Lo,
A=

Entsprechend ldsst sich auch zeigen, dass

lim (—n - In(1 — 2)) = 1

n—00 n

und daher

1 1
lim(1——)"=¢e¢ ! und lim(1——-)"=e
n—00 n n—r00 n

1st.

Anmerkungen:
Seien a, b positive reelle Zahlen.
(1) Es gilt

1 1 b 1 Ly
1+ —)" =exp(bn - In(1 + —)) = exp(= - an - In(1 + —)) = (emI+aw))a
(1+ )" = exp(bn - In(1 + —)) = exp(- -an - In(1 + —)) = (e )

und demnach

1
lim (1 + —)" = en |
n—oo an

(i1) Es gilt

1 1 b 1 1
1— —)bn — bn-1n(l — —)) = Z. n(l = —)) = (e-ann(=2o)y—q
(1= —)" = exp(bn-In(l - —)) = exp(—-an-In(1 - —)) = (e )

und demnach

Qo

1
lim (1 — —)" = e~
Jim (1—-—)"=e
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Der Begriff der Cauchy-Folge
Eine Folge (a,,)nen, heifit Cauchy-Folge, falls
zu jedem € > 0 ein N = N(e) € Ny existiert, so dass

|a, — an,| < €firalle n,m > N.

Folglich ist jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge.
Umgekehrt konvergiert, nach dem Vollstidndigkeitsaxiom, in R jede Cauchy-Folge.

Beispiel zur Konvergenz einer Cauchy-Folge
Fiir eine Folge (a,,)nen gelte fiir n > 2
lans1 — an| < qla, —an_q| Mit0 <g<1.
Es lésst sich zeigen, dass
|an i1 — an| < ¢ Hag — aal,
und mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass
sy — an| < |anir — anr1| + oo + |ani2 — @ny1| + |ans1 — an|, mitr € N,
Daher gilt
|angr — anl < (@724 ¢+ ) a2 — ag

und somit

n—1

q
|@ngr — an] < az — a1 .
1

Nun kann zu jedem € > 0 ein N € N so gewihlt werden, dass

n—1

1 lag — a1| < € furallen > N.
—q

Demnach ist (a,,)nen eine Cauchy-Folge in R und damit eine konvergente Folge.

123
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Eine numerische Anwendung: Das Heron-Verfahren

Um die Quadratwurzel positiver reeller Zahlen numerisch zu berechnen, stellen wir hier ein
Verfahren vor, dass besonders schnell gegen die Losung der Gleichung

a’=1b
konvergiert. Dabei seien b und a positive reelle Zahlen. Mittels

1
an+1:§(an+a—), mitnEN,

und a; > 0 ist eine Folge (a, ),en rekursiv definiert. Es ldsst sich zeigen, dass die Folge (a,,)nen
gegen die Quadratwurzel von b konvergiert und

ig\/égan fiir alle n > 2
Qn

gilt.

Beweis

Es gilt a,, > 0 fiir alle n € N. Ferner erhalten wir fiir alle n > 2:

1 b 1 b
2 b= (an_ b= (a,_ — 2>0.
Daher gilt
1 b |
U = Qnp1 = G = 3 (an + an) 20 (a; —b) >0

Demnach ist (a,,),>2 eine nach unten beschrinkte monoton fallende Folge und es gilt
\/BS a, fiurallen > 2.

Aus a,? < b~ folgt fiir ¢, := ﬁ die Ungleichung
ci < fiurallen > 2

und damit

igx/E fiirallen > 2.
G,
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Anmerkung

Statt

ﬂgx/égan fiir alle n > 2
an

kOnnen wir auch

% <1 firallen > 2
an

schreiben.

Weiterhin zeigt

Cn < Cpyq firallen > 2

dass (¢,)n>2 eine monoton steigende Folge ist. Zusitzlich gilt

b<a: = c,<a, firallen>2,

Bisher wissen wir, dass (a,,),>2 eine monoton fallende und beschrinkte Folge mit

ey < a, (unda, < ay)

ist. Demnach konvergiert diese Folge, und fiir deren Grenzwert a gilt

a>cy>0.

AuBerdem erhalten wir

. o1 b 1 b
a = lim any = lim é(an + a) =—(a+ 5)
und daher
a’=b.
Beispiel
Der Wert von \/§ zum Startwert a; = 1
n| a, Cp = —
ap
11,0 3,0
2120 1,5
311,75 1,714 285714
41 1,732142857 | 1,731 958 763
51 1,732050 810 | 1,732 050 805

125
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Zum Vergleich: v/3 ~ 1,732 050 808.

Es gilt auBerdem

igx/Egan fir allen > 2.
G,

Uberdies konvergieren die beiden Folgen

(a_)nEN und (an)nEN-

c,=3
a,=1
c,=1,5
-—
a,=2
c=1,71
- »
a;=1,75

Abbildung 4.7 Konvergenz der Seitenldngen
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3 * b
ll“
25
2 a
9 @ ]
15 .

Abbildung 4.8 Zur Konvergenz von (-2 ),,cn und (a,,)nen

G

Anmerkung
Seien a und b positive reelle Zahlen und
a*=b,keN:k>2.

Durch (ay,)pen mit

(pyq = ((l{:—l)an—i-F), neN,

n

ol

und a; > 0 ist eine rekursiv definierte Folge erklirt, die gegen a konvergiert.
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4.1.2 Reihen

Sei (ay,)nen, eine Folge reeller Zahlen. Die Folge der Partialsummen

n
Sn ::Zak, mitn € Ny,

k=0

heiBt (unendliche) Reihe und wird mit ) a; bezeichnet.
k=0

[o.¢]
Konvergiert die Folge (s,,)nen,, s0 wird ihr Grenzwert ebenfalls mit ) a; bezeichnet.
=0

Beispiele fiir Summenformeln

(1) Fiir alle Zahlen n € N gilt die Summenformel
zn: ponntl)
2
k=1

(2) Fiir eine arithmetische Folge (a,),en erhalten wir die Summenformel

- n
Zak = §(a1 + ay)
k=1

(3) Fiir die geometrische Folge (a,,)nen erhalten wir die Summenformel

Samw 1L
Qp = ay -
k=1 1—q

Diese Beispiele geben Summenformeln fiir » | a, wieder. Dabei sind (a,),cy arithmetische
k=1
bzw. geometrischen Folgen. Die Folge der Partialsummen

n
sn::Zak,lgnSN,
k=1

mit festem N € Ny, lisst sich auch als endliche Reihe bezeichnen.

(1) Ist (a,)nen eine arithmetische Folge, so heibt (s,)1<n<n
(endliche) arithmetische Reihe.

(2) Ist (a,)nen eine geometrische Folge, so heiit (s,,)1<n<n
(endliche) geometrische Reihe.
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Heben wir die Beschrinkung auf, dass, bei arithmetischer und geometrischer Reihe, n ein fe-
ster endlicher Wert ist, so konnen wir auch unendliche arithmetische und geometrische Reihen
untersuchen.

Wiihrend die arithmetische Reihe fiir n — oo divergiert, gibt es bei der geometrischen Reihe
auch konvergente Folgen von Partialsummen, d. h. eine konvergente unendliche geometrische
Reihe.

Sei |g| < 1. Dann gilt

(o)

1
E A — a1
k=1

1—g¢q

Wir konnen auch rein- und gemischtperiodische Dezimalbriiche mittels Reihen zu gewohnli-
chen Briichen umformen. Beispielsweise gilt

— 1 o6
256 = —(2
0,256 10< Jr102—1

).

Das lisst sich in verallgemeinerter Form folgendermallen beweisen:

Ist
m s—1 s—2 0
- =0,71G2...qs und P := qiq>...qs = ¢110 + g910 + ...+ ¢qs107,
so gilt
m a1 q2 ds q1 q2
— =04+ =4+ =+ ...
n + 10 + 102 Tt 10 + 10s+1 + 10512 +
und daher

m m m
—10° = (110° ' + @10 2+ ... +q)+ — =P+ —.
n n n

Demnach konnen wir

m P
n 105 —1
schreiben.

Um die Konvergenz von Reihen allgemein behandeln zu konnen, befassen wir uns im néchsten
Abschnitt mit einigen Konvergenzkriterien.
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Konvergenzkriterien fiir Reihen
Allgemeines Cauchysches Konvergenzkriterium

Sei (ay,)nen, eine Folge reeller Zahlen. Dann konvergiert die Reihe

oo
> an
n=0

genau dann, wenn sie einen Cauchy-Folge ist, d. h., wenn gilt:

Zu jedem € > 0 existiert ein N € Ny, so dass

Zak <€ firallen >m > N.

k=m

Eine notwendige, aber nicht hinreichende, Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe
oo
D
n=0
1st, dass

lim a, =0.
n—oo

Beweis: Da eine konvergente Folge auch Cauchy-Folgen ist, existiert ein N € Ny, so dass

Zak <€ firallen>m>N.

k=m

Hieraus folgt insbesondere, dass

la,| < e furallen > N .

o

Besteht eine Reihe ) a, nur aus nicht-negativen Reihengliedern a,,, so ist die Reihe genau
n=0

dann konvergent, wenn sie beschrénkt ist.

Dieses Ergebnis lisst sich leicht zeigen, da die Folge der Partialsummen monoton wachsend ist.

[oe)
Eine Reihe ) a,, heifit absolut konvergent, wenn
n=0

00
D> lawl
n=0

konvergiert.
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Konvergiert eine Reihe absolut, so konvergiert sie auch im gewohnlichen Sinne.

Umgekehrt ist eine konvergente Reihe jedoch nicht notwendigerweise absolut konvergent, wie
sich beispielsweise bei der alternierenden harmonischen Reihe zeigt.

Anders als fiir endliche Summen ist es nicht selbstverstindlich, dass eine konvergente Reihe
nach Umordnung noch konvergent ist und der Grenzwert durch die Umordnung nicht verdndert
wird. In diesem Zusammenhang ist es wichtig, dass die Reihe absolut konvergiert.

Definition: Sei » _ a, eine Reihe. Ist 7 : N — N eine bijektive Abbildung, so heiBt die Reihe

n=0

o0

>

n=0
eine Umordnung der gegebenen Reihe.

o0

Ist Z ay, eine absolut konvergente Reihe mit dem Grenzwert g, so konvergiert jede Umordnung
n=0

der Reihe ebenfalls gegen g.

Auch fiir den folgenden Satz geniigt die bloBe Konvergenz der Reihen nicht. Vielmehr wird

absolute Konvergenz gefordert.

Das Cauchy-Produkt von Reihen

(0.) o0
Seien Z a, und Z b,, absolut konvergente Reihen. Wir setzen
n=0

n=0

Cp = Zan,kbk fiirn € N.

k=0

Dann ist die Reihe Z ¢y, absolut konvergent und es gilt
n=0

> (o) ()

n=0 n=0 n=0
Mit Hilfe des Cauchy-Produktes lédsst sich auch die Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion

exp(z +y) = exp(x) - exp(y), firallez,y € R,

herleiten.
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So erhalten wir, mit

exp(x) = Z ol exp(y) = Z R
an = :C_’ bn — y_’
n! n!
die Werte
" komF_EkX;(k)x yr= e ty)t

Dabei wurde der binomische Lehrsatz

(+y)" =) (Z)w”‘ky'“, z,yeR, neN,
k=0

verwendet.

Quotientenkriterium

(A) Sei > a, eine Reihe mit a,, # 0 fiir allen > N.
n=0

e Existiert eine Zahl § € Rmit 0 < € < 1, so dass

an+1

<@, firallen > N,
G

gilt, dann konvergiert die Reihe ) a,, absolut. Das bedeutet, dass > |a,| konvergiert.

o0
Daher konvergiert auch ) a,,.
n=0

e Gilt hingegen

nt > 1, fiirallen > N,

Qn

so divergiert die Reihe.
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o
(B) Es sei ) a,, eine Reihe mit a,, > 0. Ferner existiere der Grenzwert

n=0
An+1

q:=1
n—oo aTL
o
e Ist ¢ < 1, so konvergiert die Reihe ) a,,.
n=0

e Ist ¢ > 1, so divergiert die Reihe )" a,.
n=0
e Fiir ¢ = 1 ist eine entsprechende Aussage nicht moglich.

Anmerkung: Die Aussage zur Divergenz lisst sich einfach zeigen, da die Folgeglieder einer

konvergenten Reihe gegen Null konvergieren.

Beispiele
e Die Reihe
= n
2n
n=1
konvergiert, da
n+1
g = lim Intt| _ i 2;1 = lim (n+1) -
n—o00 | Gy, n—0oo | oo n—oo n - 20t
n+1 1
= lim =—-<1.
n—oo 1 - 2 2

e Die harmonische Reihe

O
n
n=1
divergiert, wie wir noch zeigen werden. Zwar gilt

n <1, firallen >1,

Ant1 _
an, n—+1
aber es gibt kein 6 < 1 mit
<@, firallen> N.

an+1
a’TL
Das Quotientenkriterium ist fiir Reihen der Form

=1
n
n=1

nicht anwendbar.



TH Niirnberg 134

Majorantenkriterium

[e.e]
Sei E ¢y, eine konvergente Reihe mit
n=0

¢, > 0 fiirallen € Ny
und (@, ),en eine Folge mit

la,| < ¢, firallen € Nj.

Dann konvergiert die Reihe ) |a,| und daher ) a,.

n=0 n=0
[e.9]
Beweis: Da die Reihe Z ¢, konvergiert, ist diese Folge der Partialsummen auch eine Cauchy-
n=0

Folge.

Daher existiert zu jedem € > 0 ein N € Ny, so dass

n

D

k=m

< € firallen >m > N.

Demnach gilt

n

n
Z|ak|§ch<e fiir allen > m > N .
k=m

k=m

Mit dem allgemeinen Cauchyschen Konvergenzkriterium ist die Behauptung bewiesen.

Anmerkungen

(oo} (oo}
e Die Reihe ) ¢, heilit Majorante von ) a,,.
n=0 n=0

o0
e Bildet stattdessen Y ¢, eine divergente Reihe mit
n=0
¢, > 0 fiir alle n € Ngund a,, > ¢, fiir alle n € Ng,
o0

dann divergiert die Reihe > a,,.

n=0
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Beispiele

e Zwar konvergieren die Reihenglieder der harmonischen Reihe

o

1

n

gegen Null, jedoch divergiert die harmonische Reihe.

Anmerkung: Das Quotientenkriterium kann hier nicht angewendet werden.

Beweis: Um die Folge der Partialsummen
m
nach unten abzuschitzen, betrachten wir die Partialsummen

2k+1 2p+1 1
52k+1—z =1+-= +Z<Z )

3IH

mEN

= n=2P+1
2k+1
I (N (I > !
2 \3 4 5.6 7 8) 7 S

Die Summe jeder dieser Terme in Klammern ist grofler oder gleich % Somit folgt

> k
Sj:k+ 1 .
2

Das bedeutet aber, dass die Folge der Partialsummen unbeschrinkt ist.

e Die Reihe
L
iV
divergiert, da

>

SRS

, firallen > 1,

= Sl

gilt und die harmonische Reihe divergiert.
> 1
e Die Reihe 2—31 -, mitk € N: k> 2, konvergiert.
1
Begriindung: Z — ™ und Anwendung des Majorantenkriteriums.

Zinn+1) m+1

135
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e Die Reihe
=1
n
n=1 n

konvergiert, da
1\
(—) , firallem > 2,

1
D <
n=2
gilt, die geometrische Reihe mit |¢| < 1 konvergiert und daher eine Majorante existiert
Grenzwertkriterium
Seien a,, > O und b,, > 0, fiir n € N,. Existiert der Grenzwert

wobei 0 < g < 00, so sind die Reihen

Zan und Zb

n=0
entweder beide konvergent oder beide divergent

Beispiele
e n
e Die Reihe divergiert, da
; n?+2 g
2n 2 2 1
lim == =1 %—lm = lim = =1

gilt und die harmonische Reihe divergiert
konvergiert, da, mit | cosn| < 1

e Die Reihe E 3—
n + cosn
_n 3
. Q ) 3 n 1
han:hmw—hm = lim mzl
n—00 — n—00 3 n—oo N3 4+ cosn n—oo | 4+

— 1
gilt und die Reihe E — konvergiert.
n
n=1
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WurzelKkriterium

(A) Sei > a, eine Reihe mit a,, > 0.

n=0

e Existiert eine Zahl # € Rmit 0 < § < 1 und ein N € Ny, so dass

{”/an§9<1 firallen > N

gilt, dann konvergiert die Reihe > a,, .
n=0

e Gilt hingegen
Va, >1 firallen > N,

[e.e]
so divergiert die Reihe ) a,,.

n=0
Anmerkungen

e Die Aussage zur Divergenz ldsst sich einfach zeigen, da die Folgeglieder einer konver-
genten Reihe gegen Null konvergieren.

e Sind die Folgeglieder der Reihe nicht alle positiv, so ldsst sich stattdessen die Konvergenz

von Y |a,| behandeln.
n=0

(B) Sei Y a, eine Reihe mit a,, > 0. Hat die Folge
n=0

(§/an)nen

o
einen Grenzwert g, so ist die Reihe > a,

n=0

e fiir g < 1 konvergent

e fiir g > 1 divergent.
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Anmerkungen
e Fiir g = 1 ist eine entsprechende SchluB3folgerung nicht moglich.

e Beispielsweise gilt

lim Yn=1,

n—oo

lim /a=1, fiira>0.

n—oo

Diese Gleichungen lassen sich folgendermal3en beweisen:
Wir erhalten

1 1
lim /n = lim (exp(—1Inn)) = exp lim (= Inn),

n—00 n—00 n n—oo N

da die Exponentialfunktion stetig ist. Aulerdem gilt

1
lim (= Inn) =0,

n—oo N

was sich beispielsweise mit der Regel von de I’Hospital zeigen lésst.

1 1
lim {/a = lim (exp(—1Ina)) = exp lim (= Ina) = exp(0) = 1,

n— 00 n— 00 n n—oo N
da die Exponentialfunktion stetig ist.
Beispiel

Die Reihe

konvergiert, da

" 5 n+1 5
g = lim {/a, = lim ( n; = lim (—n
n n

n—o0 n— o0 n—0o0 n2

/5 /)

— Jim > - lim V5. lm Yn=0-1-1=0<1.

n—oo 1, n—oo n—o0

138
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Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen

Sei (ap,)nen, eine monoton fallende Folge mit a,, > 0 und lim a, =0.

n—oo
[e¢)

Dann konvergiert die Reihe " (—1)"a,, .
n=0

Beweis: Fiir die Partialsumme

n—0
gilt

Sokt2 — Sop = —Qgpy1 + Aoy <0
und daher

S0 = 82 2 S4 = ... = S = Sopg2 = e
Entsprechend gilt

Sok+3 — S2k41 = Qogt2 — Q243 = 0
und daher

851 <83 <85 <. < Sy < Sopg3 <l
Uberdies gilt

Sopg1 — Sok = —Gopg1 < 0
und somit

Sopi1 < Sop fliralle k € Ny.

Die Folge (so)ken, ist monoton fallend und, wegen
Sor > 81 fiiralle k € Ny,

nach unten beschrinkt. Daher konvergiert die Folge und der Grenzwert
$:= Jim o

existiert.

Die Folge (Sok+1)ken, ist monoton wachsend und, wegen

Sop+1 < Sp fiir alle k € Np,

139
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nach oben beschrinkt. Daher konvergiert die Folge und der Grenzwert

S := lim Sok41
k—o0
existiert. Die beiden Grenzwerte S und S sind identisch, da

S —S5 = lim (Sgk - 82k+1) = lim A2k+1 = 0.
k—o0 k—o0

Demnach gibt es fiir alle e > 0 Zahlen Ny, N, € Ny, so dass
|sor — S| < € firalle k > Ny
und

|sorr1 — S| < e firalle k > Ns.

Setzen wir N := max(2Ny, 2N, + 1), so gilt

|sp — S| <€ firallen > N.

Beispiele

> 1
e Die harmonische Reihe )  — divergiert.

n=17

o0

1
e Die Reihe )

— mit k € N : £ > 2, konvergiert.
n

n=1

e 1
e Die alternierende harmonische Reihe > (—1)"— konvergiert.
n=1 n
Begriindung: Leibniz-Kriterium.

oo
e Die unendliche geometrische Reihe > 2™, fiir |z| < 1, konvergiert.

n=0
m+1

Begriindung: Es gilt > z" = firreR:z#1
n=0

1—2

> 1
und daher > 2" = fiir |z] < 1.
n=0 -z

> 1
e Die Reihe ) —|z|", mit |z| < 1 konvergiert.
n=1"T
Begriindung: Quotientenkriterium

. ) x " .
e Die Reihe ) — konvergiert fiir z € R.
n=1T
Begriindung: Quotientenkriterium, Wurzelkriterium.

140
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Leonhard Euler versffentlichte 1734 eine Arbeit, die beispielsweise folgende Konvergenzwerte
enthielt:
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4.2 Stetigkeit von Funktionen

Definition: Grenzwerte bei Funktionen

Sei f : D — R eine reelle Funktion auf D C R und a € R ein Punkt derart, dass es mindestens
eine Folge (a,)nen,» @n € D mit lim a,, = a gibt.
n—oo

Wir schreiben

lim f(z) = ¢,

r—a

falls fiir jede Folge (2, )neny, Tn € D, mit lim z,, = a gilt:
n—ro0

lim f(z,) =c.

n—oo

Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert: Gilt fiir die Folgeglieder =z, > a (z, < a ), so
erhalten wir den rechtsseitigen (linksseitigen) Grenzwert.

Anmerkung: Selbstverstindlich konnen wir statt lim f(x), mit z > a, auch
T—a

lim f(a+h),

h—0

und entsprechend

lim f(a — h)

h—0

fiir den linksseitigen Grenzwert, schreiben.

Definition: Stetigkeit

Sei f : D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion hei3t stetig im Punkt a, falls

lim f(2) = f(a).

r—a

f heilt stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.
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Beispiele fiir stetige und unstetige Funktionen
Die Betragsfunktion
abs: R — R, z+— |z

ist stetig.

143

S(x)=lad

Abbildung 4.9 Die Betragsfunktion

Die Funktion

1 fiir >0
r <0

f:R—>R,xr—>f(a;):{0 fiir

ist in z( rechtsseitig, aber nicht linksseitig stetig und daher unstetig.
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Die entier-Funktion
entier : R - R, =+ [z]

ist nicht stetig.

Abbildung 4.10 Die entier-Funktion

144

Das e-9-Kriterium der Stetigkeit: Sei D C R. Die Funktion f : D — R ist genau dann in
xo € D stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein > 0 gibt, so dass

|f(z) = f(xo)] < € firalle x € D mit |z — 20| <.

44

Abbildung 4.11 Das e-0-Kriterium der Stetigkeit
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Scitze iiber stetige Funktionen

Zwischenwertsatz: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0 (bzw.
f(a) > 0und f(b) < 0). Dann existiert ein p € [a, b] mit f(p) = 0.

Abbildung 4.12 Existenz einer Nullstelle

Folgerung: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und c eine reelle Zahl zwischen f(a) und
f(b). Dann existiert ein p € [a, b] mit f(p) = c.

Eine Funktion f : D — R heillt beschrdnkt, wenn sie obere und untere Schranken besitzt, d.h.
wenn ein M € R existiert, so dass

|f(z)| < M firallexz € D.

Jede in einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall stetige Funktion f : [a,b] — R ist be-
schrinkt und nimmt ihr Maximum und Minimum an, d. h. es gibt 21, 23 € [a, b] mit

flz1) < f(x) < f(zo) firalle x € [a,b].
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4.3 Der Differentialquotient

Definition: Sei D C Rund f : D — R. AuBerdem existiere eine Folge (§,) C D\{x}
mit lim &, = z. Dann heif3it die Funktion f in einem Punkt = € D differenzierbar, falls der

n—oo
Grenzwert

f(&) — f(x)

f'(x):= lim

E—x
§eD\{z}
in R existiert. Dieser Grenzwert f’(z) heiBt Differentialquotient oder Ableitung von f im
Punkte x. Die Funktion f heifit differenzierbar in D, falls f in jedem Punkt x € D diffe-

renzierbar ist.
Der Differenzenquotient

[ — f=)
E—=x
ist die Steigung der Sekante durch die Punkte (x, f(z)) und (£, f(£)) des Graphen von f.

/

‘/m 1(x)
25

I

f

Abbildung 4.13 Die Steigung der Sekante

Existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten fiir ¢ — z, so geht bei diesem Grenziiber-
gang die Sekante in die Tangente an den Graphen von f im Punkt (x, f(x)) tiber.

d
Statt f’(z) ist auch die Schreibweise ZLI) iiblich.
X
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Beispiele zur Berechnung der Ableitung

e Sei f: R — R, f(r) = 2> Dann gilt

_ 2 .2
h—0 h h—0
2 2
= lim Zh+h” lim (2z + h) = 2x.
h—0 h h—0

1
e Sei R* :=R\{0}und f : R* = R, f(x) = = Dann gilt

oy o flet+h)—=fle) 1 1 1
fw) = Jim h = G Y
_lmx—(x—i-h)_hm —1 __i
Ch=0 h(z+h)r w0 (z+h)x a2’

e Sei f:R— R, f(xr) = expax. Dann gilt

147

o eplath) o) exp(h) 1
fi(x) = }ng(l) 3 = exp(z) ilzlg(l) - _
Da
lim e -1 =1,
w0 T
erhalten wir
fl(z) = exp(x).
e Sei f:R— R, f(z) =sinz. Dann gilt
/() = lim sin(x 4+ h) — sin(x)  lim 2 cos(z + %) Sin%
h—0 h B0

h in 2
= (lim cos(x + —)) : <lim su; 2) :
h—0 2 h—0 3

Da die Funktion cos stetig ist, erhalten wir
lim cos(z + ﬁ) = CoST .
h—0 2

Weiterhin gilt

sin x
=1.

lim
z—0 €T

x#0
Das ergibt schlieBlich

f'(x) =cosz.
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Die Betragsfunktion
abs : R >R, =~ |z

ist stetig, jedoch nicht differenzierbar.

Abbildung 4.14 Die Betragsfunktion

Beweis: Die Folge (h,, ),en mit

1
hy:=(=1)"— mitn € N
n

konvergiert gegen Null. Fiir

abs(0 + hy,) — abs(0)

Qn = h
gilt
1
= —0
(=1
Da lim g, nicht existiert, ist die Funktion abs im Nullpunkt nicht differenzierbar.
n—oo

Wie bei der rechtsseitigen und linksseitigen Stetigkeit, lassen sich auch entsprechende Diffe-
rentialquotienten einfiihren.

Definition: Sei D C R und
f:D—R
eine Funktion. Dann heit f im Punkt x von rechts differenzierbar, falls der Grenzwert

fix) = lim @
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existiert. Die Funktion f heillt im Punkt x von links differenzierbar, falls der Grenzwert

vy T = f=)
ff(fc)-—glglc g

existiert.

Beispiel: Die Funktion abs ist im Nullpunkt zwar nicht differenzierbar, jedoch sowohl von rechts
als auch von links differenzierbar, wobei

abs’ (0) = +1 und abs’ (0) = —1.

Wihrend aus der Stetigkeit einer Funktion nicht deren Differenzierbarkeit folgt, impliziert je-
doch umgekehrt die Differenzierbarkeit einer Funktion deren Stetigkeit.

Satz: Ist die Funktion f : D — R in z € D differenzierbar, so ist sie in x auch stetig.

Eine Funktion f : D — R heiBitin x € D stetig differenzierbar, wenn sie in z differenzierbar
und der Differentialquotient f” in x stetig ist.
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4.4 Ableitungsregeln

Produktregel

Seien f,g: D — Rinz € D differenzierbare Funktionen. Dann ist auch die Funktion
f-9g:D—=R

in x € D differenzierbar, und es gilt

(f-9)(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

Quotientenregel

Ist g(&) # 0 fiir alle £ € D, so ist auch die Funktion
/

D — R
g

in z € D differenzierbar und es gilt

Beispiel
Fiir die Funktion

tan : R\{g—i—kﬂk €Z}y—R, v~ tanz

erhalten wir

tan () — sin’(z) cos(z) — sin(z) cos'(x) _ cos’ r +sin’z _ 1 '
cos? cos? cos? x

Ableitung der Umkehrfunktion

Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall. Ferner sei
f:D—R

eine stetige und streng monotone Funktion und

o= f1:D*" =R, mitD*= f(D),

150
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deren Umkehrfunktion.

Ist f im Punkt z € D differenzierbar mit f'(z) # 0, soist ¢ im Punkt y := f(x) differenzierbar
und es gilt

Beispiel
Die Funktion In : R — R ist die Umkehrfunktion von exp : R — R. Daher gilt

(o) | 1 1
n'(z) = = =—.
exp/(Inz)  exp(lnz) =

Kettenregel

Seien f : D — Rund g : £ — R Funktionen mit f(D) C E. Die Funktion f sei im Punkt
x € Dund g im Punkt f(z) € F differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion

gof:D—R

im Punkt z € D differenzierbar, und es gilt

(9o f)(x) =4 (f(2)f (z).
Beispiel
Seia € R und
R =R, v~ 2"
Mit 2% = exp(a In ) und der Anwendung der Kettenregel erhalten wir

dx®
dx

a—1

=exp'(a Inx)—(a Inz) = exp(almx)E =ax
x

dx

Ableitungen hoherer Ordnung

Seif: D —-RinDnN(x—e€ex+¢€) und f': D — Rinz € D differenzierbar. Demnach
existiert der Grenzwert (f')'(x). Die Ableitung (f')'(x) wird als zweite Ableitung von f in x
bezeichnet. Gebriuchlich ist die Schreibweise

)= ) = o (T S (A g,
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Allgemein lassen sich so k-te Ableitungen einfiihren.

Definition: Eine Funktion f : D — R heillit k-mal differenzierbar im Punkt x € D, falls ein
e > 0 existiert, so dass fin D N (z — €,z + ¢) (k — 1)-mal differenzierbar und die (k — 1)-te
Ableitung von f in x differenzierbar ist. Gebréduchlich ist die Schreibweise

PO = (Y (@) = 2 (T D) I (4 )

Ableitungen einiger Funktionen

Die Ableitung der konstanten Funktion
fTR>R, z— f(x)=c

ist

f'(z)=0.

Die Ableitung der Potenzfunktion
[ R, =R, z— f(z) =2 mita e R,
ist

fl(z) =az"".

Trigonometrische Funktionen
Die Ableitung der sin-Funktion
fR=R, 2+ f(x)=sinzx
ist
f'(z) = cosx.
Die Ableitung der cos-Funktion
fR=R, z+ f(x)=cosz
ist

f(z) = —sinzx.
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Die Ableitung der tan-Funktion
f: R\{g—i-kﬂk €eZ}y—R, v~ f(z)=tanz

ist

fw) = —

~cos?x
Die Ableitung der cot-Funktion
f:R\{kn|k € Z} - R, z— f(z)=cotx
ist
1

sin?

fla) = -

Exponentialfunktionen

Die Ableitung der exp-Funktion
fR>R, z f(zx)=¢€"

ist
f(x) =¢€".

Sei a € R7.. Die Ableitung der Exponentialfunktion zur Basis a
fTR>R, z— f(zx)=a"

ist

f(z) = . exp(zlna) = exp(zIna) - %(l' Ina) =a” - (Ina).

Hyperbelfunktionen

Die Ableitung der sinh-Funktion
fR=>R, z+ f(zr)=sinhzx
ist
f'(z) = coshz.
Die Ableitung der cos-Funktion
f:R—=R, x+ f(x)=coshx
ist

f'(z) = sinhx.

153
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4.5 Lokale Extrema und der Mittelwertsatz

Definition: Sei D C R eine offene Menge und f : D — R. Die Funktion f besitztin z € D ein
lokales Maximum (Minimum), wenn ein € > ( existiert, so dass

F(z) = £(€) (bzw. f(x) < F(€)) fiiralle & mit |z — €] < e.

Dieser Extremwert wird als isoliertes lokales Maximum (Minimium) bezeichnet, wenn
f(z) # f(&) in einer beliebig kleinen Umgebung von & ist.

Sei D C R eine offene Menge und f : D — R. Die Funktion f besitze in D ein lokales
Extremum und sei in x differenzierbar. Dann gilt f'(z) = 0.

Der Satz von Rolle besagt, dass beispielsweise zwischen zwei Nullstellen einer Funktion eine
Nullstelle der Ableitung liegt.

Satz von Rolle: Sei a < b. Ferner sei f : [a,b] — R eine stetige und in (a, b) differenzierbare
Funktion mit f(a) = f(b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

Eine Folgerung des Satzes von Rolle ist der folgende Mittelwertsatz.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei a < bund f : [a,b] — R eine stetige und in (a, b)
differenzierbare Funktion. Dann existiert ein € (a, b), so dass

f(b) = f(a)

e (30

Das bedeutet, dass die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) gleich der
Steigung der Tangente an den Graphen von f an einer Stelle (£, f(£)) mit{ € (a, b) ist.

f(b)=fa)

Abbildung 4.15 Die Sekantensteigung und f’(&)
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Mit Hilfe der Ableitung lassen sich die Monotoniebereiche und damit die Extrema bestimmen.
Sei f : [a, b] — R eine stetige und in (a, b) differenzierbare Funktion. Gilt

o f'(x) >0(f(x)>0) fiiralle x € (a,b), soist f in [a, b]
(streng) monoton wachsend,

e f'(z) <0(f(x)<0) firalle x € (a,b), soist f in [a, b]
(streng) monoton fallend.

Beispiel: Monotoniebereiche und Extremwerte

£(x)>0 £(x)<0 £ (x)=0

Abbildung 4.16 Monotoniebereiche und
Extremwerte
Eine hinreichende Bedingung fiir ein isoliertes lokales Extremum bietet der folgende Satz:

Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion, die im Punkt z € (a,b) zweimal differen-
zierbar ist. Gilt

f' () =0 und f"(z) >0 (bzw. f"(z) <0),

so besitzt f in x ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum).
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4.6 Funktionenfolgen

Gegeben seien eine Menge K und Funktionen f,, : K — C, mitn € Nj.
K kann beispielsweise R oder C oder ein Intervall in R sein.
Dann kénnen wir ( f,,(x))nen, punktweise als Zahlenfolgen auffassen.

Die Folge (f,,(x))nen, heiBt Funktionenfolge.

Punktweise und gleichmdfige Konvergenz von Funktionenfolgen

Die Folge ( f.(z))nen, konvergiert punktweise gegen einen Funktion f : K — C, falls fiir alle
x € K und fiir alle e > 0 ein N = N(z, €) exsitiert, so dass

|fu(z) — f(x)] <€ firallen > N.
Bei gleichmiBiger Konvergenz einer Funktionenfolge muss die fiir die punktweise Konvergenz
geforderte Eigenschaft hinsichtlich N = N(¢) gelten, d.h. N darf nicht von x abhéngen.

Die Folge ( f,,(x))nen, konvergiert gleichmdifSig gegen einen Funktion f : K — C, falls fiir alle
e > 0ein N = N(e) exsitiert, so dass

|fu(z) — f(x)] <€ firallex € K undallen > N .

Konvergiert eine Funktionenfolge gleichmiBig, so konvergiert sie auch punktweise.
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Beispiel zur punktweisen Konvergenz von Funktionenfolgen
Sein € Ny und

foi[0,1] = R, o fu(x)=2".
Obwohl die Funktionen f,, stetig sind, ist

f(z) = lim f,(z)

n—oo

unstetig, wobei

0 fir 0<z<1

f(“”):{1 fir x=1.

0.8
0.6

0.44

0.24
lim, ., f,(x)

) 02 0.4 06 08 i 12 T4
X

Abbildung 4.17 Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen

Allerdings bietet die gleichmiBige Konvergenz ein Kriterium, das die Stetigkeit des Limes f(x)
gewihrleistet.

Sei f,, : K — C, n € Ny und (f,,)nen, eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmifig gegen
die Funktion f : K — C konvergiere. Dann ist auch f stetig.
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4.7 Potenzreihen

Sei (¢,)nen, eine Folge komplexer Zahlen, z; € C und f,, : C — C. Besitzen die Folgeglieder
fn der Funktionenfolge ( f,,(z))nen, die Form

fn(2) = cn(z — 29)" fiirn € Ny,

so bezeichnen wir die zugehorige Reihe

> falz)

als Potenzreihe.

Definition: Ist

o0
Z Cn(z — 20)"
n=0

eine Potenzreihe, so heif3t

r:=sup{|z — 20| | Z cn(z — 29)" konvergiert }

n=0
Konvergenzradius der Potenzreihe.
Eine reelle Zahl heif3t

e Supremum sup, falls sie die kleinste obere und

e Infimum inf, falls sie die grofite untere Schranke ist.
Es gilt 7 € R U {o0}.
Beispiel
Sein € Ny und

fo:(=1,1) >R, z+—2".

Dann konvergiert die geometrische Reihe Z fn(z) und

n=0
oo oo . 1
;fn(x)znzzox :1—:E'
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Sei p € R und
B(zp,p) ={z € C| |z — 2| < p}.

Falls die Potenzreihe

o0

cn(z — 20)"
n=0

fiir ein z; € C mit 2, # 2 konvergiert, so konvergieren diese Potenzreihe und die Potenzreihe

oo
Z nen(z — 2)" !
n=1

absolut und gleichméBig auf B(zg, p) mit 0 < p < |21 — 2.

Entweder konvergiert die Potenzreihe absolut auf ganz C oder es gibt eine reelle Zahl
r € [0, 00), so dass die Potenzreihe

e auf {z € C| |z — 2| < r} absolut konvergiert und

o auf {z € C| |z — 2| > r} divergiert.

Anmerkung: Entsprechende Aussagen gelten fiir Potenzreihen in R.

Berechnung des Konvergenzradius

Gegeben sei eine Reihe
o0
Zana:", mitx € R.
n=0

Existiert
lim {/|a,| =g,
n—00

so gilt fiir den Konvergenzradius

r=—.
Y

Existiert

. Ap+1
lim

n—oo

Y

an
so gilt fiir den Konvergenzradius

r=—.
q

Anmerkung: Die Aussagen lassen sich mit Hilfe des Wurzel- bzw. Quotientenkriteriums
beweisen.



TH Niirnberg 160

Beispiele

e Die Exponential-Reihe

o0 n

x
P
n=0
ist fiir jedes = € R absolut konvergent, da mit f,(z) := x—', fiir alle n > 2|z|:
n!
fon@)| _ lel _1
fn(x) n+17= 2

Nach dem Quotientenkriterium ist demnach die Behauptung bewiesen.
Fiir den Konvergenzradius erhalten wir daher r» = oo.

Anmerkung: Es gilt
fn+1 (I)

lim ()

n—oo

Wir konnen den Konvergenzradius aber auch, wie oben, mittels der Folgen (a,,)nen, be-
stimmen:

So erhalten wir, mit a,, := —
n!

1
= lim =0,

Ap+1
Qnp,

lim

n—oo

woraus r = oo folgt.

e Fiir den Konvergenzradius der Reihe

5
n=0
erhalten wir r = 1, da fiir f,,(x) := na"

lim /| fn(@)] = lim (I/n|z]) = |2

n—oo

ist.

Das Ergebnis fiir den Konvergenzradius lédsst sich aber auch mittels
(n)nen, Mita, :=n

zeigen.
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Im folgenden Satz formulieren wir, dass sich konvergente reelle Potenzreihen gliedweise diffe-
renzieren lassen.

Sei a,, x, o € R und

flz) = Z an(x — x0)"

n=0

eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0.

Dann gilt fiir alle © € (zg — r, 29 + 1)

f(x) = Z nay(x — 20)" .
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4.8 Approximation durch affin-lineare Funktionen

Die Differenzierbarkeit einer Funktionen kann auch durch die Approximierbarkeit mittels affin-
linearer Funktionen ausgedriickt werden.

Sei D C Rund a € D ein Punkt, der Grenzwert mindestens einer Punktfolge (x,,),en C D\{a}
ist. Eine Funktion f : D — R ist genau dann im Punkt a differenzierbar, wenn eine Konstante
¢ € R existiert, so dass

f(x) = f(a) + c(x —a) + p(x) firz € D,

wobei ¢ : D — R eine Funktion mit der Eigenschaft

im ) g
zeD\{a} ¥ @

ist. In diesem Fall gilt ¢ = f’(a). Der Graph unserer affin-linearen Funktion
L(z) = f(a) + c¢(x — a)

ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)).

Beispiel

Approximation der Funktion
fR=R, 2+ f(x)=sinzx

in Umgebung des Punktes a = 0.

Wir erhalten

x 0,1 0,2 0,3 0.4
sinx | 0,09983 | 0,19867 | 0,29552 | 0,38942

Approximation einiger Funktionen in der Umgebung von a = 0
Es gilt

(I+x)*~1+ax, mta€R,

e*~1+4ux,

sinr ~ z,

In(1+2) ~ x.
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4.9 Taylor-Reihen

Wie wir gesehen haben, kann der Funktionswert einer differenzierbaren Funktion f in der Um-
gebung einer Stelle a durch

fla) + (z —a)f(a)
niherungsweise bestimmt werden.

Da die Beriicksichtigung hoherer Ableitungen zu einer verbesserten Approximation von ganz-
rationalen Funktionen fiihren kann, stellt sich allgemein die Frage, wann sich Funktionen, zu-
mindest lokal, durch Polynome approximieren lassen.

Eine ganzrationale Funktion

flz) = Z apz®

k=0

lasst sich auch folgendermaBen schreiben

Taylorsche Formel: Sei I C R ein Intervall und a, z € I. Ferner sei f : I — Reine (n+ 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

f@) = f@) + E0 )+ D0 - ap

f™(a)

n!

(x —a)" + Ryy1(x)
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Die Lagrangesche Form dieses Restgliedes R, (x) lautet:

Es existiert ein { € [a, x] bzw. £ € [z, al, so dass

(nt1)
faﬂuwzfggf%w—aWH.

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung ldsst sich folgender Satz beweisen:

Sei I C R ein Intervall und x € I. Ferner sei f : I — R eine n-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt

") (g
f@) =3 oy e - ay,

wobei 77 : I — R eine Funktion mit der Eigenschaft

limn(z) =0
r—a

ist.

Definition

e Sei f : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion und a € 1.
Dann heif3t

Taylor-Polynom n-ter Ordnung von f mit Entwicklungspunkt a.

e Sei f : I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und a € I. Dann heif3t

o (k) (g )
Ejfkf%x_@

k=0

Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt a.
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Anmerkungen
e Der Konvergenzradius einer Taylor-Reihe ist nicht notwendigerweise positiv.

e Auch wenn die Taylor-Reihe von f konvergiert, konvergiert sie nicht notwendigerweise
gegen f. Beispielsweise gilt fiir f : R — R, mit

_ Jexp(—%) falls z#0
f(m)'_{ 0 falls =0,

f™(0) = 0. Daher konvergiert auch die Taylor-Reihe von f um den Nullpunkt gegen 0.

e Fiir x € [ konvergiert die Taylor-Reihe von f(x) genau dann gegen f(z), wenn R, (z)
gegen (0 konvergiert.

e Das Restglied R, ldsst sich auch folgendermallen darstellen:

— Schlomilchsche Form von R, 1: Seip € Nmit1 <p <n+ 1.
Es existiert ein § € [a, x] bzw. { € [z, al, so dass

Rups(@) = L - griage —ap.

— Cauchysche Form von R, (entspricht der vorangegangenen Darstellung im Falle
p=1)
Es existiert ein £ € [a, ] bzw. £ € [z, a], so dass

1)

n!

Ry () = (z =&)"(x —a).
Beispiele
(1) Wir entwickeln die Funktion
f:(-1,1)=>R, f(z)=vV1+=x,
fiir den Entwicklungspunkt a = 0, in erster Ordnung.

Es gilt

f(0)=1,f(0) = ——— =
Demnach erhalten wir

flx)=V1+a= 1+§+77(x)x mit lig(l]??(w) =0
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(2) Die Exponentialreihe
Die Exponentialfunktion
exp: R—R

ist definiert als Exponentialreihe, so dass

o0 n

exp(x) = Z % :

n=0
Demnach ist die Exponentialreihe die Taylor-Reihe von exp mit Entwicklungspunkt a = 0.

Zur Konvergenz der Taylor-Reihe fiir exp(z)

Abbildung 4.18 Approximation von exp durch Taylor-Polynome 7T,
der Ordnung n = 1, 3,5, 10, 15
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Abbildung 4.19 Approximation von exp durch Taylor-Polynome 7,
der Ordnung n = 2,4, 10

(3) Die Taylor-Reihen von Sinus und Cosinus

Die Funktionen sin und cos sind gegeben durch
00 x2n+1
SIN T — Z(— 1) m

n=0

und
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Zur Konvergenz der Taylor-Reihe fiir sin(z)

sin x

IS

Abbildung 4.20 Approximation von sin durch einige
Taylor-Polynome 75,

(4) Die Logarithmusreihe

Sei —1 < z < +1. Dann gilt

o0

In(1+x) = Z(—m—li—n.

n=1

(5) Die Arcus-Tangens-Reihe

Sei |z| < 1. Dann gilt

0 p2ntl
t = -1 .
arctan x HZ:%( ) 1

(6) Die Binomische Reihe

Sei a € R und |z| < 1. Dann gilt

168
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4.10 Ubungsaufgaben: Differentialrechnung von Funktionen einer reel-
len Verinderlichen

Aufgabe 1
Untersuchen Sie die Folgen (z,,),en auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
jeweiligen Grenzwert:

Q) 7, = 5n2ntin1_4’ b) 2, — 1+ (2—1)",
e) xn:%, f)xn:]ﬁg(l—é),mitnzz
Aufgabe 2

Bestimmen Sie mit Hilfe der Grenzwertregeln die folgenden Grenzwerte

2
a) 1im(4n+2)(§+ ’ ), b) lim(m), ¢) lim n(vn?2+1—n),

nsoo N —1""2 n+1 n—00 2n2 —2 n—o0

1 1
d) i 14+ - -1 lim (1 + —)?".
) Jim n(y[1+ - —1), €) lim (1+2-)

Hinweis zu e): Es gilt

1
i 1+ )"=e.
im ( —i—n) e

n—oo

Aufgabe 3
Sei ¢ € R mit |g| < 1. Ferner sei r € R. Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge

(nrqn)neN .

Aufgabe 4
Sei a > 0. Berechnen Sie folgende Grenzwerte

a) lim ¥n, b) lim /a.
n—oo

n—oo
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Aufgabe 5
Zeigen Sie, dass die Folge (z,,),en mit
N S
Ty = — o+ —
n n+1 2n

1
gegen einen Grenzwert im Intervall [5, 1] konvergiert.

Aufgabe 6
Geben Sie Beispiele fiir Nullfolgen (a,, ),en und (by,),en an, so dass
a) lim n _ c, wobei ¢ € R,
n—oo n
b) (Z_n)nEN beschrénkt, aber nicht konvergent ist.

Aufgabe 7
Sei d > 1. Bestimmen Sie den Grenzwert der rekursiv definierten Folge

ag =0, apy1 = =(a, +1) firn>0.

ISHNS

Aufgaben 8
Es sei (a,),>0 die Folge der Fibonacci-Zahlen. Es gilt daher

a=1,a, =1 und a, = a,_1+ a,_o firn>2.
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass

a, > nfirallen > 0.

Aufgabe 9
Berechnen Sie folgende Summen

a) Z(_%)n—l’ b) Z4(_§)n—l’ c) Z(%)n—l
n=1 n=1 n=1

170
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Aufgabe 10
Seia > 0,b > 1und k € N. Stellen Sie fest, ob die folgenden Reihen Z T
n=1
konvergieren, falls
n n-+4 10m1
n — -1)" s b n — s n — s
S i R e ©) T = )
1 2n —1 1
d n — s n — s n =/ A1
) x —on e) x o f) z S
k
D r= " W = (Y = (1) ),
1 2" 1
. . — K " = _1n+1_’ 1 "= _177,—1—’
Dt =5 V=0T D e = (20T
1 2 + si
m) z, — (_1)71—‘,-1_2’ n) 1z, — n(2 + sinn)
n nt+1
Aufgabe 11
Welche der folgenden Aussagen ist richtig, welche falsch?
a) Wenn (a,),cn eine monoton fallende Nullfolge ist, dann ist die Reihe Z a,, konvergent.
n=1

b) Wenn (a,),en keine Nullfolge ist, dann ist die Reihe Z a, divergent.

n=1

n

¢) Wenn die Folge der Partialsummen () ay),en beschrinkt ist, dann ist sie auch
k=1
konvergent.

n

d) Wenn die Folge der Partialsummen () a),en unbeschrinkt ist, dann ist sie auch
k=1
divergent.

o0
a ) L )
ntli ist, dann ist die Reihe a,, konvergent.
g

n

e) Wenn lim |
n—

n=1

f) Wenn die Reihe Z a,, absolut konvergiert, dann konvergiert auch Z(—l)”an absolut.

n=1 n=1
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Aufgabe 12
Bestimmen Sie den Konvergenzbereich und Konvergenzradius der Potenzreihen Z fn(z) mit
n=1
l,’ﬂ
D fulw) = nat, b) fule) = (—1)",
x" n
n = 550 d n = " s
) fule) = 3 ) fule) = —a
- — (—1)"1p2(n—1) 2 _ n 1)
) fale) = (1" ) f(e) = (e - )

Untersuchen Sie hierzu auch das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergenzbe-
reichs.

Aufgabe 13
Differenzieren Sie folgende Funktionen

f:D—=R, z— f(x)

mit
a) f(r)=5z°+ 32" —z, b) f(z)= (2> —-1)(z+3), o f(x):x—i—i,
&) f@) =" =5 1100242, o fla) = 2 ) fla) = v
’ 1+z° 1—2z°
B 4 B 1 9 . B 1
9 flz) = (1—2x)2° h) flw) = (x +oosz)7, b fl) = 1+tanx’
. 1 sin Inz
J) f(x):\/ﬁ, k) f(x):m, 1) f(x)ZT’
2
m) f(x) = vexp(~2). n f(z) =rexp(—a?), o) f(2) = exp(~5).
Aufgabe 14
Bestimmen Sie die relativen Extremwerte von
$2
a) f(z) = 152

b) f(z) = 2?exp(—0,51).
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Aufgabe 15
Diskutieren Sie

—522+5
23

a)

)
b) cos®z +sin’ x,

¢) f(x)=2xIn|z|.

Aufgabe 16
Bestimmen Sie jeweils das Taylor-Polynom dritten Grades von f zu Entwicklungspunkt x,
wobei

a) f:RL =R, z— f(z):=lhz, vg=1,

b) f:R—=R, 2 f(x) :=sinhx, 20 =0,

) f:R—=R, 2z f(z), xo = 0, mit einer beliebig oft differenzierbaren Funktion fiir
die

™

f'(x) =z +sin(f(z)) und £(0) = 3
gilt.

Aufgabe 17
Bestimmen Sie die Taylor-Reihe fiir

a) die Funktion
x
f:R—=R, xr—>exp(§),
mit Entwicklungspunkt zy = 2,
b) die Funktion
f:R—=R, z+ coshzx,

mit Entwicklungspunkt zy = 0,

¢) die Funktion
f:RL =R, o—Inx,

mit Entwicklungspunkt zq = 2.
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Aufgabe 18
Bestimmen Sie das Taylor-Polynom neunter Ordnung fiir

1
V1—a3’

zum Entwicklungspunkt £y = 0 und vergleichen Sie den damit erhaltenen Niherungswert fiir
f(z = 0,2) mit dem exakten Wert.

fTR=>R z—

Aufgabe 19
Berechnen Sie folgende Grenzwerte mittels Taylor-Reihen:
In(1 2 1 1
2 lm— " by lim RAFD)S lim(— — ——),
z—0expx — 1 a—0 cosx — 1 a—0' 12  xsinx
t > —zn(1
Q) lim T )y 2ERE gy T ol b e)

. 2 b . 3
z—0 arcsin =01 —expz 20 sin(x3)
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Symbolverzeichnis

N ={1,2,3,....} Menge der natiirlichen Zahlen

NO = {0, 1,2,3, }
Z =1{0,£1,£2 ...} Menge der ganzen Zahlen

Q= {E |p,q € Z,q # 0} Korper der rationalen Zahlen
q

R Korper der reellen Zahlen

R, :={zeR|z>0}

R*:={x e R|z # 0} = R\{0}

RY :={z e R|z > 0}

C Korper der komplexen Zahlen
C:={ze€C|z#0} =C\{0}
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